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МАТЕМАТИКА

А. МАРКОВ

ОБ ОДНОЙ НЕРАЗРЕШИМОЙ ПРОБЛЕМЕ, КАСАЮЩЕЙСЯ МАТРИЦ

(Представлено академиком И. М. Виноградовым 17 IV 1951)

1. Будем рассматривать квадратные целочисленные матрицы конеч­
ного порядка. Будем их называть просто матрицами.

2. Пусть U^..., ^ — матрицы порядка п. Будем говорить о ма­
трице U порядка п, что она представима через Ub ..., Uq, если 
существуют целое положительное число X и целые числа іь ...,h 
(1 такие, что

х

^=П^-
v=l

3. В связи с понятием представимости естественно возникают сле­
дующие проблемы.

Общая проблема представимости. Дано целое положи­
тельное число п; требуется указать алгорифм, посредством которого 
можно было бы узнавать для любой системы матриц U, ^, ..., Uq 
порядка п, представима ли матрица U через ..., Uq.

Частная проблема представимости. Даны матрицы иъ...
Uq порядка и; требуется указать алгорифм, посредством которого 

можно было бы узнавать для любой матрицы U того же поряд­
ка, представима ли она через иъ ..., Uq.

В общей проблеме представимости число п играет роль параметра. 
Каждому значению п соответствует своя алгорифмическая проблема. 
В частной проблеме представимости роль параметра играет система 
матриц Ub ..., Uq порядка и. Всякому выбору такой системы соот­
ветствует своя алгорифмическая проблема.

Термин «алгорифм» мы применяем в этих проблемах в современ­
ном точном смысле.

4. При всяком n^-Q может быть так указана система матриц 
Ub .. ., Uq порядка п, что частная проблема представимости бу­
дет неразрешима для этой системы матриц: искомый в проблеме 
алгорифм не будет возможен. Число q матриц Uv . .., Uq может 
быть взято независимым от п (в частности, можно взять q= 102).

Отсюда непосредственно следует, что общая проблема предста­
вимости неразрешима при п^б.

5. Наметим вкратце доказательство формулированного результата. 
Определим матрицы Аг и А2 2-го порядка, положив

1
О

г
1А. Д2 = R °]

Как было ранее указано (2), возможно так задать матрицы С, 
Zi, Zi (i — 1, ..., р), представимые через А1 и А2, что не будет воз­
можен алгорифм, посредством которого можно было бы узнавать для 
2 ДАН, т. 78, № 6 1089 



любой матрицы Q, представимой через Ах и Л2, 
равенство

X / х
с П4 Q 

v=l \v=l /

осуществляется ли

(О

при каком-нибудь выборе целого положительного числа X и целых 
положительных чисел zb .. ., h, не превосходящих р. (Исходя из кон­
кретной ассоциативной системы с неразрешимой проблемой тожде­
ства (х), удается осуществить указанное построение матриц при 
р = 99.)

6. В дальнейшем Ih означает единичную матрицу Л-го порядка. 
Oh — нулевую матрицу Л-го порядка, знак 4---- прямое сложение мат­
риц. Положим D = С 4- /2, Xi = Zi+ Z'i (i = 1, ..., n), В, = Aj 4- Af 
(j = 1, 2).

Как нетрудно видеть, равенство (1) тогда и только тогда имеет 
место для матрицы Q, представимой через At и Л2, когда матрица 
4-го порядка D ( П (F 4-Q) представима через Вг и В2. А это, 

'7=1 /
ввиду унимодулярности всякой такой матрицы Q, имеет место тогда 
и только тогда, когда матрица 4-го порядка (/2 ф- Q)-1 может быть 
представлена в виде

о , А

П в7р ) D П с ст, Х>0 (Д, . . ., ja = 1, 2; 1Ъ ...,h = 1, ...,p). (2)
P=I / v= 1

Следовательно, невозможен алгорифм, посредством которого можно 
было бы узнавать для любой матрицы 4-го порядка, может ли она 
быть представлена в виде (2) с а, Х>0.

_ „ „ Г1 01 ГО 01
7. Введем теперь матрицы 2-го порядка А = L 0 » £2 = 0 

Как нетрудно видеть,

Е" = Ei (/ = 1, 2; v = 1, 2, . . .),

Е& = Е2Е. = 02.
(3)

(4)

Для любой матрицы ^ = Ai
Ai

Ъг
Л'22 2-го порядка имеем

EXN = Ai 
o

А«
О e2n = ■ о о

.^21 -^22 NEX Ai
Ai

0’
О ’

ГО

Введем еще матрицы 2-го порядка
(5>

0’
О ’

‘2
2

0’
2 • (6)

^2= 0

F = О
2 G —

Согласно (3) и (5)

E%GEl = F (a, X= 1, 2, . . .) (7)
8. Условимся обозначать через Д U общий наибольший делитель коэф­

фициентов матрицы U. Имеем

^F= ДО = 2. (8)
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В силу билинейности закона умножения матриц, для любой системы 
матриц .,.US одного и того же порядка имеет место делимость.

S S

ДП^- (9)
І=1 І=1

9. Положим теперь
^+1=Д (10)

Х^^В/1 (/ = 1,2), (И)

П = Е, (7=1,..., р), Yp+i^G, У^Е2 (i=p + 2,p + 3). (12)

Так как матрицы 4-го порядка Xt (1=1,... р) были уже введены 
ранее, имеем теперь систему матриц 4-го порядка Х{ и матриц 2-го 
порядка Yi с i = 1, . .., р 4- 3. Положим

Ui — Xi -f- Yi (7 = 1,...,/? + 3), 1 (13)

определяя этим систему матриц Ui (i = 1, .. ., р + 3) 6-го порядка. 
Мы покажем, что для этой системы матриц неразрешима частная про­
блема представимости. Согласно предыдущему, для этого достаточно 
доказать следующую лемму.

Матрица W 4-го порядка тогда и только тогда может быть 
представлена в виде (2) с а, X > 0 (/р ..., = 1,2; іг ..., ..., р),
когда матрица W м F представима через Ub ..., ир^3.

Докажем эту лемму.
10. Допустим сперва, что

/° \іг= ПфіК (И>

\р=1 / V=1

где а, х >0; Д, . . ., ja = 1, 2; ^,..., = 1, ..., р-
Согласно (10), (И) и (14)

<Ж+Х
W = П (15)

₽=1 
где

^₽ —Р+1+/р (р = 1, • • • > ®)> Аа-ы = р + 1,

А₽ = Zp_B_i, (Р = G + 2,..., а + 1+ X). (16)

С другой стороны, согласно (7), (12) и (16),
а+1+Х

П 4’ (17)
p=i

В силу (13), (15) и (17),

(18) 
р=і

где ц = с 4-1 + X. Следовательно, матрица W + Е представима в этом 
случае через матрицы Ulf..., Up±3.

И. Допустим теперь, что матрица U7 + Е представима через мат­
рицы Ult, Up+3, т. е. что для некоторого целого положительного р.
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и некоторых fy,. .., Ац = 1, ..., 3 имеет место равенство (18).
Покажем, что тогда матрица W может быть представлена в виде (9) 
С СТ, X 0, ji, . . . , jа = 1, 2, Іу • . • , — 1, . • . j р.

Согласно (13) и (18) 
и

(19) 
Р=1

IX

^ПЧ- (2°)
₽=1

Согласно (12), каждая из матриц Yhp равна Еь Е2 или G. Но, в 
силу (3), (4) и (6), матрица Е не представима через Et и Е2. Поэтому, 
согласно (20), существует р, для которого Yhp — G. С другой стороны, 
не может быть более одного такого р, так как иначе, согласно (20), 
(8) и (9), выходило бы, что 2 делится на 4. Обозначим через т един­
ственное значение р, для которого Yhp = G. Имеем Унх — G, тогда как 
Унр = Ey или Е2 при р т.

Равенства (4), (6) и (20) показывают далее, что не может быть v и 
р, удовлетворяющих условиям: р<т, Y^ = Еь У* = Е2. Не мо­
жет быть также v и р, удовлетворяющих условиям: р>т,
Yh4 — Ei, Yhp=E2. Таким образом, либо для всех рассматриваемых 
р<т имеем Yh^Ei, либо для всех таких р имеем Yhp = Е2. Совер­
шенно так же обстоит дело для р>т.

Мы видим далее, что не может существовать р, меньших т и та­
ких, что Yhp = Ev Иначе мы имели бы Yhx = Ех и, согласно (20), мат­
рица Е представлялась бы в виде EyN, что невозможно в силу (5) 
и (6). Аналогичным образом не может быть р, больших т и таких, что 
Yhp = Е2. Следовательно, Yhp = Е2 для всех рассматриваемых р, мень­
ших т, и Yhp = Ег для всех рассматриваемых р, больших т. В силу 
этого, сообразно тому, имеем ли мы 1 = т = (л, 1 = т < и, 1 = ц
или 1<т<(х, правая часть равенства (20) равна, согласно (3), одной 
из матриц: G, ОЕЪ E2G, E2GEi. Но из этих четырех матриц лишь 
последняя равна Е. Следовательно, 1<т<р..

Положим а = т— 1, X = pi — т. Имеем а, X >>0, т = ст + 1, р. = ст + 
+ 1 + X и, согласно вышесказанному, Yhp~ Е2 при р = 1,..., a; Yha+1 — G, 
Yhp = Ei при р = ст + 2, ..., ст + 1 + X. В силу (12) отсюда следует, 
что Ар + 1 при р = 1, ..., ст; Аа+і = р + 1 и hp<^p при р = ст 4- 2,...

СТ + 1 + X. ПОЛОЖИМ у’р = Ар — р— 1 (р = 1, . . . , ст), Zv = Ao+14-v 
v = 1, ..., X). Имеем уР = 1, 2 (р = 1,... ст), і„ = 1,. .., р (v = 1, ..., X). 
Согласно (11), Xhp = Лр+1+/-р = (р = 1, . . ., ст); согласно (10),

— Xp^i — D. Мы заключаем поэтому из (19), что имеет место 
равенство (14), что и требовалось доказать.

12. Мы доказали таким образом наш основной результат для п = 6 
при q = р 4- 3. Переход к любому л >6 легко выполняется хотя бы 
путем прямого сложения построенных для п — 6 матриц Ub ..., Uq 
с матрицей Оп_& Число q остается при этом неизменным. (Так как 
можно обойтись с /7 = 99, в качестве q можно взять 102. По всей 
вероятности, можно обойтись и значительно меньшим числом матриц.)

Ленинградское отделение Поступило
Математического института им. В. А. Стеклова 16 IV 1951
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