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Мы будем называть Я-полиномом полином без корней в полу­
плоскости Imz<0. Очевидно, что Я-полиномы принадлежат классу НВ. 
Таким образом, функции, предельные для Я-полиномов в смысле рав- 
номерной—сходимости в каждой конечной области, образуют подкласс 
класса НВ. Мы обозначим его Р*  *.

* Мы будем пользоваться определениями и обозначениями, принятыми в нашей 
заметке (1).

Теорема 1. Для того чтобы целая функция w (z) принадле­
жала классу Р", необходимо и достаточно, чтобы она принадлежала 
классу НВ и имела вид

“ (г) = (г) (у > 0), (1)
где Wj (г) — функция не выше чем первого рода.

Эта теорема непосредственно следует из теоремы Лагерра — 
Полна (2,3). Иначе условия теоремы 1 могут быть записаны в форме

ОО

w (z) = czmе-^'+^ И fl--- -Уе2’0*,  (2)
Л=1 \ ак)

причем: а) у>0; б) Im а. > 0; в) Im 8 + 2 — > 0; г) S ~^<оо.
*=1 ак fc=1 I ак 1

Класс Р*  и оператор дифференцирования. По известной 
теореме Гаусса, производная от Я-полинома есть Я-полином. Пере­
ходя к пределу, убеждаемся в том, что оператор дифференцирования 
переводит функции класса Р*  в функции того же класса. Следующая 
теорема показывает, что класс Р" в известном смысле наиболее широ­
кий класс функций, допускающий дифференцирование.

Теорема 2. Если to (z) — целая функция и при любом веществен­
ном т функция [е^ы (z)]r6НВ, то w(z)^P*.

Доказательство. Пусть w (z) = Р (z) + iQ (z). Из условия теоре­
мы следует, что при всех вещественных т функции P'(z)+rP(z) и 
Q' (z) + tQ (z) образуют вещественную пару. Таким образом, все корни 
функции Р’ (z) + tQ' (z) вещественны и, следовательно, при Im z > 0 
величина 1т [Р' (z) / Р (z)] сохраняет знак. По теореме Н. Г. Чебота­
рева (4), отсюда следует, что 
р, , , оо
•p# = — 2yz + 8 + V Г -—— + Л-1 (у > 0; 8, ак вещественны), 

ak 1 (3)

P(z) = се-^’+8ф т е> р(Д£р\
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Аналогично показывается, что Q(z)€P*. Так как при любых веще­
ственных ц, v и т все корни функции р. [Р' (z) + тР (z)] + v [Q' (z) +tQ (z)] 
вещественны, то, деля на т и переходя к пределу при т->оо, получаем, 
что Р (z) и Q (z) — вещественная пара. Отсюда_можно получить, что 
либо w(z)€P’, либо w(z)€P’. Так как w'(z)€/A8, то получаем, что 
w (z) 6Р*.

Теорема 3. (Характеристическое свойство функций 
класса Р*). Для того чтобы целая функция ы (z) была класса Р\ 
необходимо и достаточно, чтобы

w (z — ih) € НВ (4)
при любом

Необходимость следует из того, что этим свойством обладают 
//-полиномы и оно выдерживает предельный переход. Для доказа­
тельства достаточности заметим, что при выполнении условия (4), 
если Imz0-<0, то имеет место неравенство | w (z + z0 — ZA/2) |

| со (z + z0 — ih 12) I, или, если положить z — — ihl2,

I co (z0 — ih) | > | co (z0) I при Im z0 ■< О и h > 0. (5)

Равенство возможно лишь при со (z) = се8г (8 — вещественное). Функция 
со (z г— ih) есть //В-мажоранта для функции со (z).

В самом деле, при Imz<C0 в силу (5) имеем

| со (z — ih) I > I w (z) I > I co (z) |.

Из теоремы 1 в (x) отсюда следует, что

[со (z — ih) — co (z)] • (ih)^ ZHB,

и, переходя к пределу, получаем ы' (z)^ НВ. Но если w (z) удовлетво­
ряет условию (4), то при любом вещественном т функция ехгш (z) 
удовлетворяет (4) и, следовательно, [етгсо (z)]'€HB при любом веще­
ственном т. По теореме 3, co(z)6P*.

Теорема 4. Для того чтобы функция

?v(z) =/(z) —vco (z) (6)

при любом | v | ^-1 принадлежала классу Р', необходимо и доста­
точно: а) со (z)€P* и б) со (z) есть НВ-мажоранта функции f (z) (Р'-ма- 
жоранта).

Иначе: Р*— допустимый класс.
Доказательство. Пусть (z) € Р*. Имеем со (z) — lim (z) и,

v->oo
следовательно, co (z)€P*. Кроме того, по теореме 1 заметки (^, со (z) 
есть //В-мажоранта функции f (z). Наоборот, если со (г) 6Р’и является 
//В-мажорантой f (z), то из (5) легко получить, что со (z — ih) при Л > О 
является //В-мажорантой для функции f(z — ih) и, по теореме 1 
заметки (х), (z — ih)^HB при всех и По теореме 4,
отсюда следует, что при | v | 1 <pv(z)6P*.

Из теорем 2 и 4 следует, в частности, что производная любого 
порядка от Р*-мажоранты какой-нибудь функции является Р -мажоран­
той для производной того же порядка этой функции. При этом из 
классов функций, допускающих умножение на ехх (т — вещественное), 
Р* — наиболее широкий класс, обладающий указанным свойством.
1086



Аддитивный однородный оператор, определенный на линейной обо­
лочке Р*  и оставляющий инвариантным класс Р", мы назовем 25*-опе-  
ратором. Кроме оператора дифференцирования, есть множество дру­
гих ^‘-операторов. Таковы операторы, рассмотренные мною в 
статьях (5,6), и вообще все 25-операторы над полиномами, выдержи­
вающие предельный переход. Таков оператор Г—умножения коэф­
фициентов разложения функции на «последовательность множите- 

1 / 1 X / 2 X

* Мы ограничимся случаем функций от двух переменных для сокращения записи-
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лей первого рода». Множители 1; 1; 1---- —; (1------W1-------Ь
( 1 \ ( 2 X ( п - 1 X(1 — — Н 1—— ] • • • (1  ------ -—), определяют оператор Иенсенса, 
переводящий всякую функцию класса Р" в //-полином.

Класс Р‘-функпий от нескольких переменных. Поли­
ном P(z, и) от двух переменных*  мы будем называть //-полино­
мом, если P(z,u)=/=G при Im z<0, 1т«<0. Из этого определения 
следует, что при Im ц О и Im z О

IP(z,«)|>|P(z,n)|, \P(z,u)\>\P(z,u)\. (7)

Из второго из этих неравенств следует, что \P(z, u)-[P(z, w)] 11 
при Imz^O, Imn<;0. Таким образом, если положить <р (z,«) = 
= P(z, и) [Р (z, и)]-1, то при 1тг^0и1тг = 0 будем иметь |<p (z, и) |<Т- 
Применяя принцип Фрагмена и Линделефа в полуплоскости Imz<^0, 
мы получим, что

| Р (z, и) | >> | P(z, и) | при Imz-<0, Imu<0. (8)

Итак, //-полином есть полином, принадлежащий НВ (J). //-полиномы 
образуют, очевидно, допустимый класс.

Для любого полинома Рп, т (z, и) можно построить мажоранту 
wn, т (z, и) = X (z — іу (и — і)т, выбрав X достаточно большим. Предел 
равномерно сходящейся в любой ограниченной области последова­
тельности //-полиномов есть целая функция класса НВ. Все такие пре­
делы образуют подкласс НВ, который мы обозначим Р*.  Очевидно, 
что функция w (z, и) класса Р*  должна удовлетворять условиям:

u(z,u)EHB, (z, и) Е Pt при Imw<;0, 
w (z, и) € Ри при Im z < 0. (А)

Функции, удовлетворяющие условию (А), образуют допустимый 
класс. В самом деле, если со (z, и) есть //Д-мажоранта функции f (z, u)r 
то, по теореме 1 заметки (*),  <pv (z, и) = f {z, и) — vw (z, u)£HB при |v 
Кроме того, при фиксированном «(Im«<;0) функция со (z, и) есть 
Р’-мажоранта функции f (z, и) и, по теореме 4, cpv (z, и)^Р*.  Аналогично 
показывается, что при Imz<;0 <pv (z, и) б Р*.

Теорема 5. Всякий, ^"-оператор над целыми функциями одной 
переменной, непрерывный в смысле равномерной сходимости, в любой 
конечной области переводит функции w(z,u), удовлетворяющие 
условиям (А), в функции того же класса.



Доказательство. Из непрерывности ©’-оператора следует, что 
функция ©г {(/Л)-1 [w (z, и — ih) — ы (г, zz)]} имеет предел при А-» 0 и, 
следовательно, ©г [w (z, zz)] — целая функция от двух переменных. 
По определению ©’-оператора 9 (г, u)fzP*z при Ішгт^О. Легко видеть 
из определения класса НВ, что функция со (г, zz), рассматриваемая как 
функция от z, является при Imzz<^0 /75-мажорантой, а следователь­
но, Рг-мажорантой функции со (z, и). Оператор ©* сохраняет соотноше­
ние мажорации и, следовательно, при Imz^O, Imzz-<0

19 (z, zz) | > 19 (г, zz) |, 19 (z, zz) | > 19 (z, zz) |,

t. e. 9 (z, zz) £НВ. В силу характеристического свойства функций 
класса/3’, при любом А>0, со (z, и — ih) удовлетворяет условиям (А) 
и, следовательно, 9 (z, и — ih) £НВ при /г>0.

Таким образом, 9 (z, zz) €Z3*, т. е. 9 (г, zz) удовлетворяет условиям (А). 
Теорема доказана.

Применяя к функции

w (z, и) = 2 akpzkuP’ (9)
ktp=Q

удовлетворяющей условиям (А), оператор Йенсена, который является 
©’-оператором по z и по и, получим последовательность //-полиномов

п, т
Я-Ь-) - S (1 - v)'• ■ -^)(1 - >■ • (> -Чг) 

к, р=0 4 74 7 4 / \ /
(10) 

которая при п -> оо и т-^оо сходится к функции со (z).
Таким образом мы получаем следующее обобщение теоремы 

Лагерра — Полна на функции от нескольких переменных:
Теорема 6. Для того чтобы целая функция со (z, и) была пре­

делом последовательности Н-полиномов, необходимо и достаточно, 
чтобы со (z, и) удовлетворяла условиям (А).

Из теоремы 6 следует, что оператор частного дифференцирования 
д1+к!дх1дук есть ©’-оператор для функций двух переменных и, следо­
вательно, Р’-мажоранту переводит в Р’-мажоранту. Можно показать, 
сославшись на теорему 3, что Р* — наиболее широкий класс функций, 
выдерживающий умножение на ew+’w (при вещественных ц и т2) и 
дифференцирование по обеим переменным.
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