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Пусть а — иррациональное число интервала (0,1), а 

а = [0; av av ..., ak,...]

его разложение в непрерывную дробь.
Обозначим через L (а) нижнюю грань тех чисел с > 0, для которых 

неравенство

имеет бесконечное множество решений в целых ^>-0, р. Как изве­
стно (^), стр. 29),

L (а) = lim----------- _____ 1______
Пт ( rk +\ 4k-i )

где
Рь

rk = ІаТ’ • • • 1> 77 = [0; ар av • • • > ak\-

(1)

(2)

Из (1) и (2) очевидно, что L (а) = 0, если lim а. = оо; если же
*-»со

lim aft<oo, то, как известно ((2), стр. 48), 0<£(а)<-Л=.
k->co У 5

Значения функций L (а) назовем числами Маркова. Введем следую­
щие обозначения: Af (А)—множество всех иррациональных чисел 
“6(0, 1), для которых lim ak = N- %r(N) — множество всех иррацио­
нальных чисел а €(0,1), для которых l^a^^AA; ML(N) — множество 
чисел Маркова, соответствующих всем числам а ЕМ (И). Очевидно, что

М = 2 М = 2 (3)
N=1 ^=l

будет множеством всех иррациональных чисел а€(0, 1) с ограничен­
ными неполными частными, а

Л=1
(4) 
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будет множеством всех чисел Маркова (отличных от нуля). Как 
известно, Ж является множеством меры нуль ((2), стр. 79).

Теорема 1. ML(N) имеет мощность континуума при
Доказательство. 1. Пусть р = [0; Ьу Ь2,..., bk,...] про­

бегает множество — 2), являющееся, очевидно, множеством мощ­
ности континуума. Пусть Sk = [0; blt b2,..., ft*], тогда lim Sk = p.

k—>oo
Рассмотрим некоторую последовательность [kn} натуральных чисел, 

удовлетворяющую условиям
k п, lim (Jinyi kn) ~ оо. (5)п—»оо

Пусть
dn = £n+i — kn — 1 = dn + d,„ lim dn — lim d"n — oo

(<70 = kx — 1 - do + do). (6)
Если {ct} обозначает некоторую ограниченную последовательность 

натуральных чисел и р^= [0; ft,, bv..., bk, ck±v ck+v...], то, очевидно, 
lim p* = p. (7)

k—>oo

Из неполных частных bk числа p построим число (непрерывную 
дробь) по следующему способу: akn = N (п = 1, 2, 3,...),
a dn чисел a^yi, ..., akn+1—i между akn и akn+i пусть совпадают 
с числами blt b2,...,by, by, by _v..., b2 в этой же последователь- 

п п п
ности, т. е.
а = [0; Ьь Ь2, ..., bd^, by,..., b2, N, blt b2,..., bd^, by^,..., bv N,.. .] = 

= [0; alt a2,..., a*,...].
Из (2) очевидно, что если kfz{kn}, то

r , £*-2 — [ak: ak+i’ • • • ] + [°; eA_i, ak_2,. . ., Я]] N ’
* T 4k-i

так как a* О Л/ — 2.
На основании этого неравенства из (1), (5), (6) и (7) получаем

L (a) = lim к ~ “

I 1 n J l П—1 n—1 J

= л + гр • (8)

Здесь p пробегает множество — 2) мощности континуума, 
в силу чего правая часть равенства (8) также пробегает некоторое 
множество Ё (N — 2) мощности континуума. Но на основании этого же 
равенства (8) множество — 2) является множеством значений 
функции £(а) при а€/И(^, т. е. Ё(^ — 2)czML (N), откуда и ML 
имеет мощность континуума.

2. ^ = 3. Пусть D обозначает множество всех чисел рб7И(2)вида 
Р = [0; 1Д, . . . Д, 2, 2, 1, . . ., 1, 2, 2, 1, . . . , 1, 2, 2, . . . ]. (9)

т, т, т,

Очевидно, D имеет мощность континуума.
Из неполных частных bk числа р построим число a€Af(3) по следую­

щему способу:
« = [0; bv b2,..., bt„ bld ...,b„ 3, bb b2,..., Ь1г, b,...... .  ft1( 3,...], (10) 
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где {In}—последовательность индексов последних единиц всех групп 
единиц в разложении (9).

На основании (1) и (10), как и раньше, получаем:
1

L w “llm =

1
~ 3 + 2& •

Из этого равенства, как и при TV^-4, вытекает справедливость 
утверждения теоремы при N — 3.

3. N = 2. Пусть Dr с М (2) обозначает множество всех чисел 
р = [0; 2, 2, 2, 2, 2, Ь6, Ьъ ..., Ьк,..разложения которых удовлетворяют 
условиям: a) lim bk = 1, б) число двоек между группами единице по-

Л—>оо
следовательности {Ьк} не меньше пяти. Dy имеет мощность континуума. 
Из чисел Ьк строим число

а = [0; by, Ь.,,..., btl, bi„ ...,by,\, 2, 1, 2, 1, 2, 1, by, b,,...
. •., bi„ b^ ...,by,\, 2, 1, 2, 1, 2, 1,...] = [0; alt a2,..., ak,...], (11)

где {ln} обозначает последовательность индексов последних двоек 
всех групп двоек в последовательности {Ьк}.

Рассуждения, аналогичные предыдущим, дают
г / \ _  1 _  4^+3
ь W-2 + 2-[0;1, 2, 1, И — 14Р+Ю’

Из этого равенства, как и раньше, получается справедливость утверж­
дения теоремы при ^ = 2.

На основании формулы (8), полученной при доказательстве теоре­
мы 1, и известных неравенств V. Jarnik’a (ў), стр. 49) мы установили 
справедливость следующего предложения.

Теорема 2. Размерность Хаусдорфа множества Ml всех чисел 
Маркова равна 1, т. е. dimTW£ = l.

Пусть Р обозначает множество всех точек сгущения множества ML, 
а у = sup Р. Очевидно, что у обладает свойствами: а) правее у суще­
ствует лишь счетное множество чисел Маркова; б) при любом е>0 
интервал (у — е, у) содержит множество чисел Маркова мощности 
континуума.

Теорема 3. у = х/з-
Доказательство. Пусть

4

I (х, у) = 2 + [0; 1_^х] +2 + [0; .
-у-

г {х, у) = 2 + [0; 1 х] + 2 + Lo, '
2т-1 —%

Так как
2 + а0 + 2 । а = 

Н ао
jAg"__।

где а0 = [0; 1, 1, ...] = —2— > то очевидно, что Um, i {х, у) и Vm, i (х, у) 
стремятся к 3 при т -»оо, равномерно относительно х и у.

Очевидно, при 1<:%^2, 1-^у<С2

Vm, I (1, 1) < Vm, I (Х, у) < Vm, t (2, 2).
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Пусть 
/>М(4

е>0 — произвольно малое 
х 1, у 1 будем иметь

число; тогда при

3 Vт, I (1> 1) ^т, I (х, у) 3 -f- S. (12)
Пусть m0>^(e), Z0>^(s) и рассмотрим конечную последователь­

ность
2, 2, 1,..., 1. 2, 2, 1......... 1, 2, 2.

2т,-1 21,

Из (12) при 1<;х<2, 1<_у<^2 имеем

$ 'С ^т,, I, (1> 1) Vm„ I, (Х, у) V т„ I, (2, 2)<С 3 + £. (13)

Ввиду равномерной сходимости Um, t(x, у) к 3 существует число 
М (zno. /о) = Nl (е) такое, что если m (е), (е), то

Um.i(x, у)< О- (14)

Теперь рассмотрим множество D.,ciM(2) чисел

₽ = [0; 1^. b 2, 2, 1,..., 1, 2, 2, 1....... 1, 2, 2,... ] = [0; Ьь Ь2, Ь„ ... ],
mt т.

где nik^N^ (^ = 1, 2,...). D.,, очевидно, имеет мощность континуума. 
Из чисел bk построим число

а = [0; Ьь Ьь..., blv ^, .... blt 2, 2, 1....... 1, 2, 2, 1, ..., 1, 2, 2, blt b*...],
2m,it, (15)

где {Ik} — последовательность индексов последних единиц всех групп 
единиц в последовательности {bk}.

Из (1), (13), (14) и (15) имеем

дрг + 6ft + с
Д1?2 + ’

L^} = (16)

где а, Ь, с, аь Ьь сг — некоторые целые числа, не зависящие от р. 
Из (12), (13) и (15) получаем

Это неравенство, если рассуждать как при доказательстве теоремы 1. 
приводит к выводу, что (х/3 —е, ^з) при любом е>0 содержит конти­
нуум чисел Маркова. Это предложение в соединении с известной 
теоремой Маркова ((г), стр. 32) и доказывает теорему.
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