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МАТЕМАТИКА

И. РЯБЦЕВ

О МЕТОДАХ СУММИРОВАНИЯ С. Н. БЕРНШТЕЙНА И ЧЕЗАРО

(Представлено академиком С. Н. Бернштейном 9 IV 1951)

В настоящей заметке устанавливается связь между методами сум­
мирования С. Н. Бернштейна и Чезаро.

Ф. И. Харшиладзе показал (3), что метод суммирования С. Н. Берн­
штейна (Б, 1) сильнее метода Чезаро (С, 1):

(С; 1)с(5, 1);

И. И. Огиевецкий установил (4), что имеет место соотношение:

(Б, 1) о(С, 2 + а), а>0.

По предложению И. Е. Огиевецкого, мною была исследована 
связь между методами (Б, 1) и (С, 1 + а), а>0, и обнаружено, что 
имеет место соотношение:

(F, 1) С (С, 1 + а), а>0.

эквива-

Метод С. Н. 
выражения:

Бернштейна (Б, 1) можно (4) определить при помощи

где sb = Ё «V —частные суммы ряда X и^. Выражение (1) 
- м=0 v=0

лентно следующему:
2s0+ 2$! Ч----- h 2sn_] + sn 

hm Бп = lim ------------ ------------------- •

Метод (С, 1 4- а) определяется выражением:

п, . .. + Ап—1 si 4 Ь ^?5л-1 + ^О^л
hm gU+«> = hm --------------------- ------------------------
Л—>оо Л—>ОО

где (2)
а _ Г(*+а-1) _ (* + l)tt п , X

Г (А + 1) Г (а + 1) Г(а + 1Г Т kh
s.~>0, &-»оо; k = 0, 1, 2, . . .,к 1

(2)

(3)

(4)

причем можно показать, что

s*+i zk — О (5)
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Лемма 1. Любая последовательность {sft}, суммируемая мето­
дом (Б, 1) к числу s, суммируема к тому же числу методом 
(С, 1 4-а), где а>0 — любое действительное число.

Из (2) получим:

и Д*) — соответствующий минор:

1 k
2 (-

v=0

^Б^sk Д*+1

где
1 0 0 0
2 1
Т ■у 0 . . 0

/\ 1, 1 1 ------
2 2 1

0 1
5 5 5 ~ (2k + 1)!!

2 2 2 1
2k + 1 26+ 1 2^ + 1 2* + 1

д(») = + И v ь- д(*) — 2k + 1* (2Л+1)!!’ ^<k> — (2А +1).'! ’
Итак,

«о = ^о; SA = 2 2 (- (2v + 1)5V + (2k + 1)5*, k=\, 2, 3, ...
v=0

Тогда

i t n
a0+«) _ __ 1__ I л“ с I V д« , 

n____ ' k=l

[2 2 (- 1)4+” (2v + 1) (2k + 1) 5*11
v=0 J '

(6)

t Л+5 bk +
*=o Лп

(2n + l)4“
+ лі+« b"-

Обозначим

(2* + 1) [Д“_л - 2A?M + 2Д“_*_2------- + (- 1)”-* 2A“]
ank = --------------------------------------- J , k < tv,

(2n + 1) Д“
ann ~ Л*+“

Покажем, что коэффициенты аПк преобразования
п

= 2 а«4 Бк
л=о

удовлетворяют условиям Теплица. 
В самом деле:

аПк->®, п-^оо, k = 0, 1, 2, . . ., п,
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так как
Д’+а

апк = (2Й + 1) {1> _2> 2, -2, .. .};
п

но при а>0 .і+а <ъ а последовательность 1,-2, 2,—2,.,. сумми- 

руется к нулю методом (С, 1), а потому суммируется к тому же числу 
и методом (С, 1 + а).

Далее, из (6):

S апк — ді+« 
4=о п

1.

Наконец, покажем, что сумма

2 I I - 

4=0

(2п + 1) Л“ (2п —2k +1) | Ак —2Л^ + 2А^~. . . + (-1)*2Л“ |
<+“ £, Д+-

ограничена по п.
В самом деле, в силу (4) и (5),

At — At-1 = р^^ [(v + 1)” (1 + sv) — (1 + Sv_i)] =

= Г (a+T) [av“”1 + (sv — ^-l) + av“~’ £V + О (v^2)] =

= TK+T) + 0 v = h 2, 3, . . .

Поэтому при k четном

Al - 2Al-i + 2AU - •. • + (-1)" 2A“ = Al - 2 2 (А^ - A^2) =
V=1

= Т(7+Г) + 0 - 2 2 [« (2v - 1)“-’+ О (v“-2)]} =

4/2
= [ka -2a 2 <2v - + °= °

V=1

так как, на основании формулы Эйлера — Маклорена,
^/2 ta
2 (2v)»-I=-f? + 0(^-1), (7)
V=1

и при k нечетном:
, (*—1)/2

д«_ 2А1^+ 2А1^-... + (- l)'e2AS=Al~2A^1 + 2 2 (A“v-i-M-2) =
V=1

(*—1)/2

= т [k* - 2А“ + 2« 2 (2v ~ 0 = 0

на основании (7).
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Поэтому

2 I I ~ 
*=0

г (а+ 2) "
(n + l)1+e [1 То (1)] Д <2га + 1) | О (k^

о (Л«-1)
А=0 2 2 ^1°(л»-’)|1=0(1). 

л=о J
Лемма 2. Из суммируемости методом (г , 

говоря не следует суммируемость методом а>°- ^обще
Из (3) получим: метооом {Б, 1).

где

и — соответствующий минор.
Тогда

S* ~ 2 1)*+v о<’+«)
v=o О*+1 v

А?
0 0

Dkyi =
А? ла

0

4+‘ 4+« ... -^L

1 г л 1 * n(v) п

Б-[22 2 (- <*’+ 2 (-d^- .<.«!
т v=0 «+1 v J’

откуда следует, что коэффициент при

Ьпп = —____zT. = A__ = [l + o(l)] (n + DHoc
2п +Д Dn+1 2п + 1 Г (а + 2) (Чп^Т)------* п -* оо,

поэтому третье условие Теплица не выполняется
Теорема. Методы суммирования С. И. Бернштейна и Чевапо 

удовлетворяют соотношению: на и чезаро

(С, 1) а (Б, 1) с (С, 1+а), 
где а > 0 — любое действительное число.

В самом деле, на основании лемм 1 и 2:
(Б, 1) С (С, 1 + а), а>0.

На основании теоремы Ф. И. Харшиладзе (3):
(С, 1) с (Б, 1).

Следовательно,
(С, 1)С(5, 1)С(С, 1+а), а>0. 
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