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МАТЕМАТИКА

Б. Я. ЛЕВИН

НЕКОТОРЫЕ ЭКСТРЕМАЛЬНЫЕ СВОЙСТВА ЦЕЛЫХ ФУНКЦИЙ 
ОТ НЕСКОЛЬКИХ ПЕРЕМЕННЫХ

(Представлено академиком С. Н. Бернштейном 11 IV 1951)

При изучении некоторых вопросов, относящихся к распределению 
корней целых функций одной переменной, существенную роль играет 
следующий класс целых функций.

Классом НВ называется класс целых функций to (z), удовлетво­
ряющих условиям: a) ы (z) не имеет корней в нижней полуплоскости 
(Imz<0); б) при Imz<0 | со (z) | 1 co (z) |.

Этот класс функций был введен и изучен М. Г. Крейном I1) в связи 
с его исследованиями по проблеме Гурвица для целых трансцендентных 
функций *.

* М. Г. Крейн требует, чтобы в б) выполнялось строгое неравенство. Обозначе­
ние НВ для этого класса было введено Н. Н. Мейманом ((2), стр. 130).

Существенную роль играют также некоторые подклассы класса НВ. 
Таким является, в частности, подкласс Р~ функций конечной степени. 
Этому классу можно дать независимое определение.

Целая функция со (z) конечной степени называется функцией 
класса Р, если она не имеет корней в полуплоскости Imz-<0 
и ha (— п I 2) > ha (к I 2) (Аш(6)— индикатор роста функции со (z)).

В статьях (3-4) автора показано, что эти классы тесно связаны 
с некоторыми экстремальными свойствами целых функций и некоторые 
свойства этих классов позволяют получать весьма общие точные 
оценки, аналогичные тем, которые были впервые получены С. Н. Берн­
штейном (5-6)^

В этой заметке мы продолжаем изучение указанных классов 
и связанных с ними экстремальных свойств, проводя исследование 
сразу для функций от нескольких переменных. Для сокращения мы 
ограничимся случаем функций от двух переменных.

Определение. Целая функция со (z, и) называется функцией 
класса НВ, если при Im z < 0 и Im « < 0: а) со (z,_u)^= 0; б) | со (z, и) | 
> | w (z, п) |; | ш (z, и) | > | и (z, и) |; | w (z, и) | > | to (z, u) |.

Из этого определения непосредственно следует, что если после­
довательность функций класса НВ равномерно сходится в каждой 
ограниченной области, то предельная функция принадлежит НВ.

Примером функции класса НВ может служить произведение 
функций класса НВ одной переменной сох (г) со2 (и). Можно привести 

и менее тривиальные примеры.

861



Определение. Функция со (z, и) называется //5-мажорантой 
целой функции f(z,u), если u(z,u)€HB и при Imz<0, 1тя<0

I w (z, я) | > |/(2, я) |; I со (z, и) I > \f(z, и) I;
Mz, «)| >1/(2, «)|; |co(z, я) \>\f(Z, я)|. (1)

Теорема 1. Для того чтобы при всех |v | > 1 функция

Чъ (г, и) =f(z, u) — vu (z, и) (2)

принадлежала НВ, необходимо и достаточно, чтобы функция со (z, и) 
была Н В-мажорантой целой функции f (z, и).

Доказательство опускаем.
Определение. Мы будем называть допустимым классом 

всякий подкласс Т класса НВ, обладающий свойством: для того чтобы 
функция фр (z, и) —f (z, и) — ясо (z, и) принадлежала классу Т при всяком 
М>Ь необходимо и достаточно, чтобы со (z, я) была//5-мажорантой 
целой функции f (z, и) и принадлежала Т (Т-мажоранта).

Классом Р мы назовем функции со (z, и) из НВ и конечной 
степени по каждой из переменных при ограниченной другой пере­
менной, т. е. таких, что

, 1п | <о (z, и) | m In | <0 (z, и) Ilim ----- г I — hm —L I I ' <<°o.|«|<Я,|2|-Х» " |Z|<«, |«|-»oo lul K (3^

Легко видеть, что P — допустимый класс.
Определение. 23г-оператором называется аддитивный однородный 

оператор, определенный на линейном множестве целых функций, 
содержащем допустимый класс Т, и переводящий функции класса Т 
в функции класса Т.

Из этих определений непосредственно следует теорема 2.
Теорема 2. Если со (z, и) есть Т-мажоранта целой функции 

f (z, и), то функция 23г [/ (z, я)] есть Т-мажоранта функции 23г [/(z,и)] 
(23г — произвольный ^топератор).

25р-оператор мы будем называть просто 23-оператором.
Теорема 3. Оператор частного дифференцирования есть ^-опе­

ратор.
Доказательство. 1. Для функций одной переменной эта теорема 

была доказана ранее (3, 4). Если со (z, и) QP, то при фиксированном 
я(1тя<:0) функция со (z, и)€Р по z(Pz). Поэтому при 1тя<0 
и о/ (z, и) € Р2. Следовательно, о/ (z, и) /= 0 при Im z < О, Im и < 0. Кроме 
того,

| со2 (z, «) | > | сог (z, и) | при Im z < О, Im и < 0. (4)
2. Из определения класса Р следует, что при Imz<C0, 1тя<;0

I со (z, я) I > I СО (z, и) I, I co (z, я) I > I co (z, я) I ,
t. e. при фиксированном я функция со (z, я) переменной z есть 5-мажо­
ранта функции со (z, я). По теореме 2 (для функций одной переменной) 
отсюда следует, что со2 (z, я) есть Р-мажоранта для функций со2 (z, и) 
и, следовательно, при Im z 0, Im я 0 имеем

IW2 (z, я) | > | со' (z, я) |, I co2 (z, я) I > I co2 (^ я) I. (5)

Таким образом, (z, u)^HB.



3. Из интегрального представления

1 S-z I =8

следует, что оф (z, и) конечной степени и, следовательно, класса Р.
Теорема доказана.
Замечание. Такими же рассуждениями можно показать, что 

всякий 23-оператор для функций одной переменной является 25-опера­
тором для функций от нескольких переменных, если он функцию 
конечной степени по каждой из переменных при ограниченной другой 
переводит в функцию того же класса. К такому типу относятся все 
23-операторы, рассмотренные в (3, 4).

Заметим еще, что произведение 23-операторов и, в частности, 
dl+k „оператор k есть 25-оператор.

Обозначим через Р класс таких функций из Р, степень которых 
по каждой из переменных сохраняет постоянное значение при всех 
значениях другой переменной (за исключением, быть может, изоли­
рованного множества значений).

Легко видеть, что если u(z)QP, то при а>0 и 0 будем иметь 
ш (az + Ьи)^Р. Очевидно, произведение таких функций также при­
надлежит Р. Кроме того, к такому произведению можно добавить 
произведение функций, для которых эти функции являются Р-мажо- 
рантами.

Теорема 4. Пусть w (д, п) € Р и ее степени (аъ а2), a f (z, и) 
конечной степени (т1( т2) по совокупности переменных *.  Если тх, 
с2 т2 и

* Определение см. в (7).
** Н. Н. Мейман доказал (8) следующую теорему, относящуюся к оператору одно­

кратного дифференцирования:
Если со (z) есть //В-мажоранта для / (г), т. е.

1/(«) KI « (*) I, |7(z)K|co(z)|
во всей полуплоскости Imz<;0, то неравенство

l/WKI*»' (z)|
выполняется на вещественной оси. Н. Н. Мейман утверждает ((8), стр. 609), что эта 
теорема «содержит в частности неравенство С. Н. Бернштейна и его обобщения 
вплоть до последних результатов Б. Я. Левина».

Это неверно. В действительности из теоремы Н. Н. Меймана не могут быть 
получены многие, известные в настоящее время, обобщения неравенства С. Н. Берн­
штейна и, в частности, не может быть получена теорема 4, являющаяся для случая 
функций одной переменной главным результатом работы (4). Метод Н. Н. Меймана 
существенно применим лишь к оператору однократного дифференцирования. В других 
же обобщениях рассматривается дифференцирование произвольного порядка и более 
общие операторы. При замене однократного дифференцирования двукратным утвержде­
ние теоремы Н. Н. Меймана перестает быть верным.

|/МК1Ш(М)| (—оо<Х, J/<oo), 
то

где 25 — произвольный ^-оператор.
Для функций одной переменной эта теорема была доказана ра­

нее (3, 4). Для случая нескольких переменных ее можно рассматривать 
как обобщение одной теоремы С. Н. Бернштейна (7). Заметим, что 
в теореме 4 на функцию f (х, у) налагаются требования, относящиеся 
лишь к ее поведению при вещественных значениях переменных **.
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(Это нам кажется существенным, так как аналитические свойства 
функции определяются скоростью приближения функциями конечной 
степени, если функция задана на вещественной оси. Приближение 
в полуплоскости с этой точки зрения не представляет интереса.)

Доказательство основано на следующей лемме, доказанной в (4) 
и являющейся обобщением принципа Фрагмена и Линделефа *.

* Эта лемма легко может быть получена из одной теоремы М. Картрайт (8).

Если/(?) конечной степени и w (z) класса Р (z), причем степень 
со (г) не меньше, чем степень f(z), то из неравенства |/(х) | <11 со (х) | 
при (—оо<х<оо) следует неравенство |/(z) | со (г) | при Imz^O.

С помощью этой леммы можно показать, что при выполнении усло­
вий теоремы 4 функция со (г, и) является Р-мажорантой для f (z, и). 
Дальше следует воспользоваться теоремой 2.

Заметим, что для функций одной переменной функции конечной 
степени образуют самый общий класс целых функций, в котором 
неравенство между модулями функций на вещественной оси влечет 
за собою соответствующее неравенство между модулями производных. 
Можно также показать, что класс целых функций, для которого при 
дифференцировании сохраняется соотношение (1) мажорации в полу­
плоскости, несколько шире — это некоторый специальный класс целых 
функций второго рода.
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