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МАТЕМАТИКА

П. П. КОРОВКИН

О ЗАМКНУТОСТИ СИСТЕМЫ ФУНКЦИЙ ЧЕБЫШЕВА 
(Представлено академиком В. И. Смирновым 17 III 1951)Пусть функции fn (х) (п = 0,1, 2,...) непрерывны на сегменте [а, й] 

и такие, что всякий полином
п

■кп А) = 2 «л A А)
А=0имеет не более п. корней на сегменте [а, &], если ап =1= 0. Систему функций fn(x), удовлетворяющих отмеченным условиям, следуя С. Н. Бернштейну, называют системой функций Чебышева (Г-системой).Известно, что для того, чтобы последовательность функций fn (х) была 7-системой, необходимо и достаточно, чтобы определители

Оп — Dn (Xq, х1г . ■ •, Хп)
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АА1) fl^.-.fn^
(п =Д,1,...)

f О Ал) f 1 А«) • . • fп Ал) |были отличны от нуля, если xi=/=Xk при i=j=k.Лемма 1. Если |ллАл)|-С1 А = 0,1,...,п), то найдется число 
Мп = Мп{х0> хъ ..Хп) такое, что будут иметь место неравенства:(А = 0,1,...,п).Доказательство. Положим
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§n = \Dn {хй, xv..., хп)\, An— max |△,, 4s, Л=0,1,..., пИз системы уравнений
п

ъп (xs) = 2 akfk(xs) =ys (— 1 1; s = 0,1, ...,n)
л=о 853



находим 2 ±№ д*, ья _ ^2-------------  «S-----------р Ы < Ап = Мп. 
°пЛемма 2. При любом заданном s > О и любых заданных 

хй, xlt...,xn из [а, найдется 3„ > О такое, что если | пп (х5) | < 1 (з = о, 1,.. •, и) и | х — Xk | < 8л, где х € [а, Ь], то

| “Пп (Л-) Ttn (Xk) | S.Доказательство. Так как функции /0 (х), (х),.., fn (х) не­прерывны на сегменте [а, Ь], то по числу е можно указать 8«>>0 такое, что неравенстваI Л W — Л (х^ I (п + 1) (з = О, 1,..п) (1)будут иметь место, если I % — xk К Зл. (2)Из (1) и леммы 1 получаем
| тг„ (х) — (хй) К Мп 2 I fs (х) - fs (Ха) | < Мп + = е.

Теорема. На сегменте [а, Ь] можно указать совершенное мно­
жество F такое, что всякую функцию /(х), непрерывную на мно­
жестве F, можно равномерно аппроксимировать полиномами тс„(х).Доказательство. Пусть е2,...— последовательность поло­жительных чисел, стремящихся к нулю.Положим х0 = a, х± — Ь. В силу леммы 2, найдется &!>(), si< —2~ такое, что неравенство | (х) — (xs) | < ех (s = 0,1) будетиметь место, если [^(хДКІ, |х — л,|<8РПолагая х0 = а, хх = Ь, х2 = а + Зх, х3 = b — Зх, найдем число 82>0, 32 < 8Х / 2 такое, что неравенство | л:3 (х) — тс3 (xs) | <s2 (з=0, 1, 2,3) будет иметь место, если 1к8(х,)|<1, |х —х,|<82.Полагая Xg = а, хх = b, х2 = а -|- 8ц х3 — b — Зц х^ - а -|- 32, 
xs = а + 31 — 32, х6 = b — 31 + 32, х7 = b — 82, найдем число З3 > О, 83<82/2 такое, что неравенство |тг7 (х) — к7 (х,) |< е3 (s = 0, 1,..., 7) будет иметь место, если |w7(xs)Kl, |х —х5|<33.Продолжая неограниченно этот процесс, мы построим последова­тельность точек х0, Xi, х2,... и совершенное множество F, которое является замыканием множества точек хп- При этом для всякого х€Д и всякого целого положительного п найдется среди чисел 
xs (s = 0, 1,..., 2”— 1) такое х*, что |х — хД-СЗп, и, следовательно, мы будем иметь | K2n—1 ^п- (3)Пусть теперь f (х) — функция, непрерывная на множестве F, и пусть ^п^ (х) —^полином такой, что

■n2n_1(xs) =f(xs) (s = 0, —1).Если хбД то найдется хй (k = 0,1,..., 2” — 1) такое, |х — №|<3Л и, следовательно, (х) — (х*)|<Жея,854 что где



М = max I f (x) |. Ho W I І/(л) — f(xk) | + 1 n2n-i (x) ~
x^F

— n2n_1 (Xk) I < w (8Я) + 7Иел, где w (8) — модуль непрерывности функции 
/ (х). Так как 8л-^0, то и w(8„)-»0. Этим теорема доказана.Следствие. Так как система функций х^,... (аг=^а*  при 
і^/г) есть Т-система на всяком сегменте [a, b] (bj>a^>0), то найдется совершенное множество F такое, что система {%“«} будет замкнута в пространстве функций, непрерывных на множестве F.

* В случае, когда fn (х) = хп, этот факт был ранее и другим путем получен 
А. Н. Шеншевым.

Замечание 1. Пользуясь полученными выше результатами, можно показать, что быстрота стремления к нулю наилучшего при­ближения функции полиномами зависит не только от дифференциаль­ных свойств функции, но и от множества, на котором эти приближе­ния рассматриваются.Этот факт отмечался нами ранее для случая, когдатс л (%) = а0 + ai*  + 4-------- \-апхп,причем нами было показано, что аналитичность функции / (%) на мно­жестве F следует из неравенства тах|/(л) — тсл(х) (г<1) только тогда, когда граница области D, дополнительной к множеству 
F, не содержит иррегулярных точек.Замечание 2. Из хода доказательства теоремы следует, что для всякой чебышевской системы функций можно указать совершенное множество F и систему узлов интерполирования, принадлежащую F и такую, что некоторая подпоследовательность интерполяционных поли­номов Лагранжа равномерно сходится ко всякой функции, непрерыв­ной на множестве F. Можно показать, что утверждение справедливо и для всей последовательности *.Замечание 3. Теорема не может иметь места для линейно неза­висимой системы функций.Калининский государственный педагогический институт Поступило14 III 1951
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