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МАТЕМАТИКА
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АБСОЛЮТНАЯ АБЕЛЕВА СУММИРУЕМОСТЬ ДВОЙНЫХ РЯДОВ

(Представлено академиком А. Н. Колмогоровым 17 IV 1951)

В настоящей заметке дается определение | А | -суммируемости двой­
ных рядов и исследуется взаимосвязь этого метода с методами 
| С, а, р |, а, р> — 1, и методом (А) (\ 2). Устанавливаются также неко­
торые теоремы относительно | А [-суммируемости двойных рядов 
Фурье — Лебега.

2 ДАН, т. 78, № 5

Определение. Назовем ряд ^оатп | А [-суммируемым, если

функция g(r, р) = S S атпгтрп, 0<г, р<1, обладает конечными и 
777=0 77=0

суммируемыми частными производными d^g (г, р) / дг др, dg (г, р) / дг (при 
фиксированном р), dg(r,p)/dp (при фиксированном г).

Теорема 1. Если, двойной ряд суммируем методом |С, а, р |, 
а, р > — 1, то он суммируем также методом | А |.

ОО ОО

Доказательство. Пусть ряд S атп суммируем методом 
[С, а, р |, а,р>—1. Это означает, что

5 (1)
т=1 п=1

2 1^«“ ^-1. »1<°°’ п Фиксировано; (2)
777=1

«3 
тп т фиксировано, (3)

где оа̂п — (С, а, Р)-средние данного ряда. В силу | С, а, р |-суммируемости 
данного ряда существует константа М (7) такая, что | атп | < Мт*п^ 
следовательно, функция g (г, р) конечна вместе со всеми ее частными 

производными.
Далее, ввиду (1):

0 0 0 0
1 1

= ^(1-г)“(1-р)3 
о о

у У тпатп гт-1 рП-1 
т=1 я=1

dr dp —

У У drdp<
т=1 п—1
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°о оо 1 1 co оо ! аЗ I

<2 2 2^ =
т=1 п=1 о о т=1л=1

= "V 'V I ст“^ — са® — а”^ 4- оа^ I <> оо2j 2j | тл т, п-1 ^т-1, п ' ат—1, п—1 | ’
т=1 п=1

т п / । .— V X' Ла-1 ЛР~1 . “3 1 тп лт /Р+Т\
где 1 тп— 2 / I ^т—>’-^п—jljai]t Ттп = — gi Др = I I.

1=1 j=l АтАп \ Р /

Аналогично показывается на основании (2) суммируемость dg (г, р)/дг 
(при фиксированном р) и на основании (3) суммируемость dg(r, ?) / др 
(при фиксированном г).

Покажем теперь, что существуют двойные ряды, которые сумми­
руемы методом | А | и не суммируемы никаким методом | С, а, р |, 

со со coco оосоД^д/

«,₽> — !. Рассмотрим ряд 2 2 атп = 2 2 (— 1)т+п 2 2 .
т=0 п=0 т=0 п=0 i=0f—0 l-J-

Д__l 1 
Легко проверить, что для этого ряда g (г, р) = [(1 -р г) (1 + р)]-1Д+г х+₽ 
и, следовательно, он суммируем методом | А |. Однако он не сумми­
руем никаким методом |С, а, [Д, а,р>> —1, так как атп^>ете", 
т,п—><х>, каковы бы ни были а, р >—1, и, следовательно, необходи­
мое условие | С, ос, р |-суммируемости не выполняется (х).

Из доказанного тривиально следует, что всякий абсолютно сходя­
щийся двойной ряд І А [-суммируем и что обратное, вообще говоря, 
неверно.

Теорема 2. Если двойной ряд | А ^-суммируем, то он также 
(Аусуммируем.

Действительно, если ряд 2 2 атп суммируем, то функция g (г, р) = 
т=0 п=0

СО ОО

= 22 атПгтрп, О г, Р< 1, имеет ограниченное изменение в смысле 
т=0 п=0

Каратеодори, а также ограниченное изменение по каждому перемен­
ному при фиксированном другом. На этом основании легко показать 
существование и конечность lim g (г, р), что и доказывает суммиру- 

г—>1—0 
р-»1-0

емость данного ряда методом Абеля. Обратное, вообще говоря, неверно. 
Положим, например,

ОО ОО 11

g(r, Р) = 2 2 а^^Р^О—r)(l—P^in^^sin^-^.
m=Q n=Q

Очевидно, что ряд 2 2 атп, будучи (А)-суммируемым, не сумми- 
171=0 л=0

руем | А |.
В заключение укажем некоторые условия | А [-суммируемости двой­

ных рядов Фурье — Лебега.
Пусть

f 2 2 ^тп ^тп у)’
т=0п=0

где Атп (х,у/) = атп cos тх cos пу 4- bmn sin тх cos пу + стп cos тх sinny + 
+ dmn sin тх sin пу, атп, bmn, стп, ^„ — коэффициенты Фурье — Лебега
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функции f(x,y\, \то = ^n~Xbl, ^тп— 1, Хоо = 1/і. ПОЛОЖИМ
у (s> ^—f (x+S, У+Ц (Х~S> У + +f (х + $, y~t) +f (x—s,y— t) — 

— 4/ (x, Л (s, t) = f (x + S, t) - / (x, t); <py (s, t) =, / (s, у + t) - f (s,y).
Теорема 3. Если функция f(x,y) в точке (х,у) удовлетворяет 

условиям:

19^ у (s, t) I s-1 ds dt < oo, (5)
о 0

Ц І9ж(х, 0 [s^dsdt^oo, ^\<f>y(s,t)\t~1dsdt<^oo, (6)
0 0 0 0

то ряд (4) IА \-суммируем в точке (х,ў). 
Доказательство. Положим:

ОО ОО
g ?) = g (х, У^, р) = 2 ^^тПАтп(х,у)гт?п, 0<г,р<1.

т=0 п=0

Так как коэффициенты Фурье — Лебега образуют ограниченную 
последовательность, то функция g (г, р) и ее частные производные 
конечны. Пользуясь формулами для коэффициентов Фурье, находим, 
что

g (г, р) = 4- J $ ^х.у^ ^р^г’ s)pb’ dsdt + f (Х,у), 
о о

д^{г,9} 1 се , t}dP{r-s)dP^'t}dsdt
dr dp ^2 J J У’ dr др as at’

О о
(7)

где Р (а, и) = 4- + Д cos ku = 2 (1 —~2а со^и + а2) > 0 < « < 1. Заметим, 

что 1 — 2а COS U + а2 = (1 — а)2 + 4а sin2 (« / 2) >> 2 }/а (1 — а) Sjn (м / 2). 
Таким образом, при 0 ~ /2 Р (а, и) < Си~\ где С — константа'

дР (а, «)_(! + а2) COS «-2а
/далее, да — (1 _2а cos и + а2)2 *

Можно показать, что: 1) каково бы ни было аь 0<;а <1, суще­
ствует иь 0<и1<тс/2, такое, что дР (а, и) /да>.О* 0<а<а, 
О 2) каково бы ни было и2, 0<«2<7t/2, дРу, / да> О
если а<х(»)> (а, и) /<3а<0, если 1>а>х(и), где u2<u^id2,
0<Х («)=(! — sin и) / cos и<1. Кроме того, очевидно: 3) | дР (а ц\ Ida. I <^ 
тс/2^«^7г, где К— константа. л

Каково бы ни было аъ 0 <>!<], находим, в соответствии с 1) 
такое иъ что при h

С I дР(а,«) I , п , , I”1 . . - .
J I —I = Р (а» |0 < M1U~ • (8)

О

Далее, на основании 2) при иг и те / 2 получаем

X (д) 1
С дР(а, U) , С дР (а, и) , nr, I X I

= i -^Tdv-~ 5 dx<2P^un^w<M2u-\ (9) 
о X («)
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В силу 3)
Г | дР (а, и)
J ( да

о

\d*<M3, (Ю)

каковы бы ни были 0<а<1, те/ 2 <«<те, где М2, М3 — кон­
станты.

Вследствие (8), (9), (10), (11), (5) находим 

о о

0 0 о о

каковы бы ни были гп рп 0<гх, Рі<1.
Положим теперь

ОО ОО ОО

g (г, р) = 2 2 (+ У)гт9п + (ат0 cos тх + bm0 sin тх) гт +
771=1 л=1 т=1

ОО

+ 42 cos пу + Con sin пу) р" + 4 «00=5'1 (г, р)+g2 (г) +g3 (р) -I- 1 а03. 
л=1

Суммируемость dgx (г, р) / дг (р фиксировано), dgt (г, р) / др (г фикси­
ровано) доказывается аналогично предыдущему на основании (5).

Далее нетрудно показать, что ряды S (ат0 cos тх + bm0 sin тх), 
т=1

со
S (аоп cos пу + Con sin пу) являются, соответственно, рядами Фурье 

77=1
2я 2те

функций 9 (л) = 4“ / (х,у) dy и ф (_у) = -L f(x, у) dx.
о о

Вследствие (6) функции 9 (х) и ф (у) удовлетворяют, соответственно, 
условиям

ТС

J І9 (х + s) — 9 (х) |s-1rfs<oo, (11)
о

ТС
5 ІФ^ + О-Ф^І^^^оо. (12)
о

Суммируемость g2 (г), 5з (р) в предположении, соответственно, (И), 
(12) является известным результатом (3). Впрочем, это легко показать 
и непосредственно, пользуясь указанным методом.

Тем самым теорема 3 полностью доказана.
Отметим без доказательства еще одну теорему.
Теорема 4. Если функция f (х, у) имеет в некоторой окрест­

ности точки (х, у) ограниченное изменение в смысле Каратеодори и, 
кроме того, ограниченное изменение по каждому переменному при 
фиксированном другом, то ее двойной ряд Фурье — Лебега | А ^-сум- 
мируем в точке (х,у).

Поступило
27 XII 1950
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