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(Представлено академиком И. Г. Петровским 13 IV 1951)

Ниже предлагаются вниманию дальнейшие результаты исследова­
ния, о некоторых результатах которого сообщалось в (1,2). Исследование 
касается производных по параметрам Hi, •••, н« от решения системы 
уравнений

dzj
На = Fjx (zl,, zln, Ур О»

d . t1)
— fi • • • > Zln’ Уь’

при заданных начальных значениях Zja |/=0 = 2^ , м|,=0=Уг Здесь и 
в дальнейшем а = 1, 2, л.., п; уа, /а = 1, 2,..., тпа; i, k = 1, 2,..., т. Мно­
жители На при производных от неизвестных функций zja в системе (1) 
являются функциями параметра и, причем На>0, На-^0 при р.->0 и 
На/ На+1->0 при Н^О.

Обратимся к частному случаю системы (1), когда каждое На со­
держится множителем только в одном уравнении (т. е. т1 = т2 = - ■ • 
... = тп = 1). Систему (1) вместе с начальными условиями можно запи­
сать тогда следующим образом:

= Fi (zb Уь t), j, 1=1,2,..., n-,

—fi(zi> Ук, t), i, k = 1, 2,..., m;
2У|^ = 2°; У^^У}-

Полагая здесь p-j — О, получим вырожденную систему уравнений

0=0, 
dy, у
~dt~fl ^zv У к’

Функцию Zi = ?1 (z2, zn, Ук, f), удовлетворяющую уравнению 
Л (zi, z2, zn, Ук, t) = 0, назовем корнем первого порядка. Корень 
ф . порядка j + 1 определяется через корни порядка менее j + 1 как 
функция, удовлетворяющая уравнению Fj+l (?<»,..., <р(Лр ф>) zw, ...,zn, 
у., t) = 0, где (zi+i, Уk,t) (р = 1, 2,..., j — 1) представляет
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собой корень порядка р, в котором аргумент заменяется корнем 
<Рр+ь затем zp^ заменяется через 9^+2 и т. д., наконец, Zj заменяется 
через 9;.

А. Н. Тихоновым показано, что при условии непрерывности пра­
вых частей уравнений в системе (1) и ограниченности частных про­
изводных от 9; по всем аргументам, далее, при специальном условии 
устойчивости (3) каждого из корней 9Ъ ...,9„ и, наконец, при условии 
принадлежности проекции начальной точки (2°..., z°n, y°k, 0) к так 
называемой области влияния устойчивого корня порядка j, определяе­
мой в (3), решение Zj (t, р.), yt (t, [л) исходной системы (2) при (л->0 
стремится к решению z, (t), yi (t) соответствующей вырожденной си­
стемы (3), определяемому условием = т. е.

lim Zj[t, ^Zjlt) = ^(yk,t\ 0<t^T;
JA—>0

lim уi (t, p.) = yt(t), 
|A—>0

(4)

[0, 7] — некоторый конечный отрезок, связанный с размерами областей 
устойчивости.

Потребуем теперь дополнительно к условиям, данным А. Н. Тихо­
новым, существования такого хотя бы очень малого р.о, чтобы для 

и р.<р0 исследуемое решение принадлежало области про­
странства (t, yi, Zj), где выполняются условия существования и непре­
рывности частных производных первого порядка по всем переменным 
от функций fi, Fj и частных производных второго порядка от функ­
ций Fj. Если эти требования удовлетворяются, то систему (2) назовем, 
для краткости, принадлежащей к типу Н. Условия принадлежности 
системы (1) к типу Н даны в (2).

Обозначим:
d f. df, dF:
dzt ~ Jih dyk ~ Jik’ dzt ~ jl’

Zj (t, И) = (Л и) = r= 1, 2,..., n.

Интересующие нас производные t]ir удовлетворяют при нуле­
вых начальных значениях следующей системе дифференциальных 
уравнений, получаемой дифференцированием (2) по ц/

Иг dt = Fx&r 4“

at — (5)

dt ” F^r 4” F nk^kr'

d^tr 
dt 4" fik^kf

Коэффициенты этой линейной системы являются функциями Zi (t, р), 
Vk (t, p.), t. Системе (5) соответствует вырожденная система, получаемая 
по тому же правилу, как (3) из (2). При этом в правых частях (5) 
аргументы в коэффициентах надо заменить их предельными значе- 
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ниями (4), a dzr I dt заменить на d^ I dt. Первым n уравнениям полу­
ченной таким образом системы, которые теряют вследствие выро­
ждения дифференциальный характер, можно поставить в соответствие 
систему корней ^jr = ф ,г, определяемых по тому же правилу, что ф,- 
Функциям 9^) здесь будут соответствовать

Теорема 1. Если система (2) принадлежит к типу Н, то

lim (t, = X (t) = (4ftr W, t), 0 < t < T.
H-»0 1

Функции ^jr, ^ir удовлетворяют вырожденной системе уравнений, 
соответствующей (5), при условии тщ- | /=0 = где — некото­
рые числа, определяемые характером правых частей уравнений 
системы (2).

Теорема остается справедливой и в общем случае, когда т^^ 1, 
т. е. для системы (1); формулировка ее остается той же, только услож­
няются обозначения.

Укажем закон нахождения величин
Рассмотрим, наряду с исходной системой, систему

Fp (?i, yk,t) = Q, р = 1, 2,..., г — 1;
rfz

^~dt=Fs (zi, yk, t), s = r, r + 1,..., n-, (6>

dyt
-dt=fi^i,yk,t\ * = 1,2,..., m,

которую будем называть вырожденной со степенью вырождения 
(г— I п. Полностью вырожденная система (3) имеет степень выро­
ждения, равную единице. Обозначим через zs(t, р), уй(£ Р) решение 
системы (6),~удовлетворяющее условиям zs\t=fi = zOs, = про­
изводную dyi(t, p)/dpr— через р); функцию, являющуюся, со­
гласно теореме 1, предельной для р) на полуинтервале (О, Т),— 
через 7)/r(0, а ее начальное значение через Заметим, что для 
системы (6) дифференцирование по рг является дифференцированием 
по наименьшему параметру.

Теорема 2. Числа и ~№, соответствующие исходной си­
стеме (2) и системе (6), вырожденной со степенью (г — 1) / п, равны 
между собой.

Формулы для даны в (^. Исходя из этих формул, можно 
на основании теоремы 2 тотчас получить числа относящиеся к 
случаю дифференцирования по наибольшему параметру р„ (2).

На основании той же теоремы 2 достаточно указать закон полу­
чения чисел для случая г=1, т. е. случая дифференцирования 
по наименьшему параметру. Обозначим = j\n\ Как только что ука­
зано, формула для дана. Предположим, что получена формула для 
Ji" Ч Системе (2) можно поставить в соответствие систему

-щ- — Fq (zb..., Zn-x, z°n, y°k, 0), q = 1, 2,..., n — 1, s — 1, 2,..., m + 1;

= 0), fm^=Fn
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при начальных условиях zq | = z^- у ।
системы, по предположению, числа С^-н = 2°)- ДЛя такой
определенными формулами. Обозначим L ’ • • > представляются
для специальной системы (7), через j\n~ ’)Ти ЧИСла> полученные именно 
иметь следующее выражение: ’ • • •. Тогда для будем

Здесь

d?n

(8)

F n (гп) — F n (?1 ) 0), . .., y0^ q).

Mnn, Mln и Mni — миноры определителя lie ІЬ- ■= 1,2,...,«). Знак ~указывает, что функ^ бМДТрИЦЫ =
(z„, Л 0),..., zn, yk, 0; Д> о)ЦИИ берутСЯ от аРгУментов

Отметим, что в общем случае ща^1Мы не располагаем формулой> 
аналогичной (8), связывающей Л 7 и Л ’•' ' 1 1 > однако может быть указан
вполне определенный процесс получения из jj"-1)
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