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С. Г. МИХЛИН

О НЕКОТОРЫХ ОЦЕНКАХ, СВЯЗАННЫХ С ФУНКЦИЕЙ ГРИНА

(Представлено академиком В. И. Смирновым 15 III 1951)

§ 1. Мы рассмотрим уравнение Пуассона

. д2и , дги . .
д““^ +

которое надлежит проинтегрировать в области круга Я2 = л2 + у2 <1 
при краевом условии

«1^1== °- (2)

Относительно свободного члена g (хь х2) мы примем, что он квадра- 
тично-суммируем в области круга.

Целью настоящей заметки является доказательство следующей 
теоремы.

Теорема 1. Если и удовлетворяет уравнениям (1) и (2), то 
имеет место неравенство

И I * dxydx^ С2 И | g (х1; х2) |2 t/xj (Z%2, С = const. (3) 
v •) I k tn eJ «J

* Такие интегралы обычно называют сингулярными.

Я<1 Я<1

§ 2. Пусть (x1( x2) и (^,£2) — Две точки на плоскости, г — расстоя­
ние между ними и 0 — угол между вектором, идущим отточки (^, ^2) 
к точке (хь х2), и осью хР Пусть, далее, f (9) — квадратично-сумми- 
руемая функция от 9, свободный член ряда Фурье которой равен 
нулю, так что

+°°
/ (6) = 2 «о = О. (4)

П=~со

Мною была доказана (г) (см. также (2)) следующая теорема.
Теорема 2. Интеграл

-цоо —}-со

w (xv х2) = J и (?ь ?2) ш d^ d^ (5)
—ОО —ОО

понимаемый в смысле его главного значения по Коши*,  удовлетво­
ряет неравенству
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j J I W2 (Xp x2) I dx^Xz < A2 J J I и2 (хъ X2) I dx^ dx2,
—oo — co —OO —co

где

(6)

(7)

Теорема 2 позволяет трактовать сингулярный интеграл как опера­
тор, определенный на множестве всех функций, квадратично-суммируе- 
мых на плоскости {xv х2).

§ 3. Пусть ср (6) — 2тг-периодическая и непрерывно дифференцируе­
мая функция от 9 и U (хх, х2) — функция, квадратично-суммируемая 
на всей плоскости. Предполагая достаточную гладкость функции 
U(хрх2\ Ф. Трикоми (3) доказал следующую формулу:*

* Ее обобщение на случай многократного интеграла дано в (2).
** Определение обобщенных производных см., например, в (4).

Пользуясь теоремой 2, нетрудно доказать, что при наложенных 
выше на ср (0) условиях интеграл

-j-CO -|-ооJ J U^l^d^2

имеет квадратично-суммируемые на всей плоскости обобщенные пер­
вые производные **,  если U (хь х2) сама квадратично-суммируема на 
плоскости, и эти производные выражаются формулой (8).

§ 4. Функция Грина для круга имеет вид

G (хр х2; ?г) = - In ,

где г' — расстояние от точки (хь х2) до точки с координатами 

41 + 42 41 + 42
Применяя формулу (8), легко доказать, что решение уравнения (1) 

при краевом условии (2) дается обычной формулой

и (^i> х2) = J J G (хг х2; ^2) g (^, ^2) d^ d^2 
₽<i

и в том случае, когда g только квадратично-суммируема по кругу 
р<4- Чтобы применить формулу (8), достаточно в интеграле

2 тс j J 

р<1

g^^lnrd^d^-
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доопределить функцию g (Г> £2) во внешности круга р 1, положив 
ее там равной нулю.

Имеем
« (Хр х2) = (Лі> *2) + w (хь *2),

По формуле (8) легко найти

где
V х^- 2_ g In г d^x dlz, (9)

р<і

w(x1,x2) = ~^ g In г'^2 + glnprf^^a- (10)
Р<1 Р<1

d2v _ 
дх] ^g (хь %2) + Д

р<1
и аналогичные формулы для других вторых производных. Из теоре' 
мы 2 следует неравенство

d2v
дх[

d х dx2 (И)

Исследуем производные от w(xb х2). В первом интеграле (10) вве­
дем в качестве переменных интегрирования Г и Обозначая 
g (Г> Г) = g (ГР получим (р'2 = ^;2 + ^2):

w (xn х2) = — g In г'd^ + g In Р d^ d^. 
₽'>i ₽ p<i

Отсюда 

d2w 1 CP g (51’ ^2) cos 20'
/ 7~ 1 2’

где 0' — угол между вектором, идущим от точки (Гр Г2) к точке 
(хр х2), и осью xv

Доопределим ^(ГрГ2)> полагая ^(Гр^2) = 0, если р'1. Тогда
Ч-со-Н» ~ .

d2w І ? С g (5р s2) cos 20' jK, ,к, = “27 \ \ ------ ------  -2-^1 ^2-
J J р г—оо —оо

(12)

Интеграл (12) имеет смысл и тогда, когда точка (хь х2) лежит вне 
единичного круга. Обозначая для краткости этот интеграл через 
Р (-Ч. -^г)» имеем по теореме 2:
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Слева будем интегрировать только по кругу /?<1, где 
р — д^Ідх^. Справа вернемся к переменным и £2. Мы получим
тогда:

(14}

Из (11) и (14) легко следует неравенство (3) со значением постоян­
ной С = ®/2 для производной д2и j дх2 То же значение имеет эта по- 

д2истоянная для д2и / дх%. Для производной дх постоянная С=1.
Рассмотрим при том же краевом условии (2) уравнение 

Ай + еТ2м = — g (хь х2), (15)
где L2u — линейный дифференциальный оператор второго порядка 
с измеримыми и ограниченными коэффициентами и е — малый числен­
ный параметр. Пользуясь теоремой 1, легко доказать, что интеграл 
уравнения (15), удовлетворяющий условию (2), существует и разла­
гается в ряд по положительным степеням е. Этот ряд сходится рав­
номерно по X! и х2 в круге ряды первых и вторых производ­
ных сходятся в этом круге в среднем.

Отметим, что сходимость в среднем самого ряда по степеням е и 
рядов первых производных можно доказать для эллиптических урав­
нений весьма общего вида, при широких допущениях относительна 
характера области и при любом числе независимых переменных. Такое 
доказательство можно получить, например, исходя из рассуждений 
Л. В. Канторовича ((5), гл. III, § 3).

§ 5. Не представляет труда распространить основные результаты 
этой заметки на некоторые другие случаи. Укажем, в частности, слу­
чай, когда круг заменяется многомерным шаром, а также, если число 
независимых переменных равно двум, на случай произвольного эллип­
тического уравнения второго порядка и произвольной конечной одно­
связной области, если коэффициенты уравнения и граница области 
достаточно гладкие.
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7 III 1951
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