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МАТЕМАТИКА

И. И. ОГИЕВЕЦКИЙ

ОБ ОДНОЙ ТОЧНОЙ ОЦЕНКЕ

(Представлено академиком С. Н. Бернштейном 19 II 1951)

Пусть функция f (%) непрерывна, имеет период 2тг и модуль ее 
г-й производной не превышает единицы (fQ Wr). С помощью матрицы

^01 ^02 • • •

710 7ц ^12 • • •

.............................. (1)

образуем ^-среднее ее ряда Фурье

Un (f,x) = ^ + 2 Vnk (ak cos kx + bk sin (2)
*=i

где
1 2r 1 2e

an = — (x) cos nx dx, bn = —(x) sin nxdx.
oJ о

В (\2) было найдено асимптотическое значение

max sup \f(x) — Un{f, x) | (3)
0<K2n

в случае, когда Un (f, x), соответственно, частные суммы ряда Фурье 
и их арифметические средние. В (3) было дано точное значение (3) в 
случае, когда Un (f, х) — чезаровские средние целых порядков ряда 
Фурье.

В настоящей заметке мы, развивая методы (3,5), получаем точное 
значение для (3) в случае одного общего класса матриц, включающего 
ряд известных методов суммирования.

Теорема. Пусть матрица (1) удовлетворяет условиям
Nn

1. 1 + 2 C°S П = 0>1, 2, ...
2. q^X, \>qnk>Q, k = 1, 2,..., Nn—\, «=0,1,2,...
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Т огда

max sup |/(х) - Un (f, %) | = - ^q (- J ,
Kwr v=o (2v + В

Kn =“ S, (—qj — постоянная Ахиезера — Крейна —Фа-

— 1 
вара (5), N' — наибольшее целое, меньшее .

Введем функции
^(х)^^, ф,(х)=2^, 

6=1 k k=l kr

являющиеся при г — 1 рядами Фурье, соответственно, для функций 
— log { 2 sin и .

Положим

^r,Nn (x) = фг (X) - 2 Я„к^ , ®r,Nn (X) = 9, (X) - 2 Я„к^- 
*=1 k=\

функция T1, Nn (x) нечетна, обращается в нуль при х = тс, убывает 
при 0<х<Д2тс. Поэтому sgn дгл (х) = sgn sin х.

Из (х)}"= — ^.^(х) следует, что ^^(х) выпукла кверху 
при 0 < х < п. Далее, ^^(х) нечетна и обращается в нуль при 
х — 0, х = тс. I Іоэтому sgn Тз, (х) = sgn sin х.

Рассуждая аналогично, убедимся, что при любом нечетном г 
sgn Т r> N/i (х) = sgn sin х.

В (4) показано, что для непрерывной положительной выпуклой 
кверху функции на (0, к) Un (f, х) не превосходит /(х), где qnk удо­
влетворяют условиям, сформулированным в теореме.

Гак как, кроме того, ф2 (х) нечетна, то, следовательно, sgn (х) = 
= sgn {Фг W — U (ф2, х)} = sgn sin х. Так как {Т4> Nn (х)}" = — т”, Nn (х) 
и Y4, ^л(х) нечетна, обращается в нуль при х = 0, х = тс," то 
Sgn Т4, Nn (х) = sgn sin X.

Рассуждая аналогично, убедимся, что при любом четном г 
sgn %-, Nn (х) = sgn sin X.

Итак, для всех г = 1, 2, 3

sgn Yr> Nn (х) sgn sin x.
Производная Фг> д, (х)

{Ф,,„л (х)}'^-^-.,^ (х)

отрицательна при 0<х<к, положительна при тг<х<2тг. Из этого 
и из Фг, дд-у= Фг.^^-уследует, что

Sgn {фг,лгл (х) Фг, | = sgn cos х, r=l, 2, 3,...
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Очевидно, не теряя общности, можно принять, что

а9 = 4 \fMdx- 

О
Так как /€ Wr, то

оо

/ (х) = У 4k cos kx + bk sin kx, 
к=\

(— 1 ^kr CQS sin r четное;
*=1

( + f(r\x) ~ (ak cos s'n ^л)> r нечетное.
к=\

Отсюда

f W Un (f, х) = -—f*r\x + у) Фг, Nn (jz) dy, г четное; 
б

(4)
/ (х) — Un (/, х) = - 4----- fV' (х + У) ^л (у) dy, г нечетное.

О

Введем функцию fr (х), принадлежащую классу Wr:

Отсюда

(/;w)w =

__ 4 у, / । (г+р cos (2v + 1)х
’ к Z (2v + i f+■ ‘

(— 1)г/’ sgn COS X, 
(— 1)(г+О; Sgn Sjn X)

г четное;

г нечетное;

sgncosx = (-l)''2(/;{x)^^ r четное;

sgn sin x = (— і)(г+4/- (y’ (x)),r) = sgn Yr> Nn г нечетное.
CTBобщнос™ можно принять в (4) х = 0 (так как соответ- 
- U (f и ,сдвигом гРаФика всегда можно добиться, чтобы sup \f(x) - 
пп; "//’J1 Дожигался для х = 0). Вследствие этого из (4) вытекает 
А Л Я у v И/

I/(0) — 1У„ (f, 0) | I Фг, лп(у) | dy =

= (~ If/2 2f
те \ (А МУ ’Фг, Nn (у) dy — f r (0) — Un{f*r, о), г четное;

l/(°) - Un (/, 0) I < 4 51 T\, Nn (y} I dy =

= (—1)('-+0/2 2T

тс у (Jr (y)\ Ntl(y) dy = f r(0) Un Qj, г нечетное.
2*

203



Следовательно,

max sup |/(x) — Un (f, x)| = Kn - У ?n,2v+1 (—
с<Л<2пг v=o

Nn_ 1
где N'— наибольшее целое, меньшее ■—?—, Kn — постоянная Ахие- 
зера — Крейна — Фавара.

Сформулированным в теореме условиям удовлетворяют методы 
суммирования Гельдера, Чезаро (С,8), 8І>1 (в (3) рассмотрены 8 целые), 
Валле-Пуссена, Джексона.

Можно показать, что полученные результаты остаются справедли­
выми для бесконечных матриц, удовлетворяющих условиям, анало­
гичным сформулированным в начале статьи. (Случай, соответствующий 
одной из матриц подобного типа — матрице метода суммирования 
Абеля, рассмотрен в (’)).

Автор выражает благодарность С. М. Никольскому и И. Е. Огие- 
вецкому за интерес к работе и замечания.
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