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КОНЕЧНОРАЗНОСТНОГО УРАВНЕНИЯ, АППРОКСИМИРУЮЩЕГО 

ЗАДАЧУ ДИРИХЛЕ ДЛЯ УРАВНЕНИЯ ЛАПЛАСА, 
НА ЭЛЕКТРИЧЕСКИХ СЕТКАХ

(Представлено академиком М. А. Лаврентьевым 9 III 1951)

При численном решении задачи Дирихле для уравнения Лапласа 
методом квадратных сеток ставится задача нахождения функции,, 
значение которой в каждом внутреннем узле сетки равно среднему 
арифметическому ее значений в четырех соседних узлах. Этим свой­
ством обладает значение электрического потенциала, если между 
каждой парой соседних узлов введена активная проводимость одной 
и той же величины. На этом основано применение электрических 
сеток для решения уравнения Лапласа. Однако практически прово­
димости не могут быть изготовлены совершенно одинаковыми. Откло­
нения значений проводимостей от заданной величины можно рассмат­
ривать как некоторые независимые случайные величины. Средние этих 
случайных величин мы будем считать равными нулю, а дисперсию-— 
равной некоторой постоянной. Отклонения значений проводимостей 
вызывают погрешности в решении рассматриваемой задачи. При этом: 
отклонение значения потенциала в данном узле от значения, которое, 
при тех же граничных условиях, принимает потенциал в данном узле 
в отсутствие отклонений проводимостей, является случайной величи­
ной.

Оценка дисперсии этой случайной величины — цель настоящей 
работы.

Вопросам точности решений задачи Дирихле на электрических 
сетках была посвящена работа М. Л. Быховского f1), содержащая 
и оценку дисперсии, о которой идет речь здесь. Содержащаяся в ра­
боте М. Л. Быховского оценка выведена в неправильном предполо­
жении об асимптотическом поведении некоторого выражения. Следу­
ет, однако, отметить, что для имеющихся в настоящее время сеток,, 
в которых число узлов колеблется в сравнительно небольших преде­
лах, приведенная здесь оценка практически мало отличается от оценки 
М. Л. Быховского.

Пусть узлами сетки будут точки (Z,7), 0<7<;т, 0 Рас­
смотрим оператор над функциями f(i, j)

(z> » = 2 fQ + cos T s’ j + sin T s)~ V J), 
s=0
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и обозначим через р. [1 + ds (i, /)] значение проводимости между узла­
ми (i, j) и Q + cos ^s, j + sin у s).

Тогда разность V (У J) = U (i, j) — U (i, j), где U (i, j) — значение 
шотенциала в узле (i, j) данной сетки, a U (i, j) — значение потенци­
ала в узле (i, j) сетки, для которой все ds(i, j) равны нулю, при тех 
же граничных условиях, удовлетворяет уравнению

bV(i, J) =^ds (i, j) [ U (i, — j + sin = ф (i, j) (1)
s=0

при нулевых граничных условиях.
Рассмотрим (2) систему функций

. nik .nil , ,Ф«(А j) = sin —sin-^-, k = 1> — 1, / = 1,...,п —1, 

являющуюся полной ортогональной системой собственных функций 
оператора Д при нулевых условиях на границе прямоугольника 
О < I т, О j < п: 

Л = У),

где Чг = -4(8іп2^ + 8іп2^-).

Из соотношения (1), в силу самосопряженности оператора Д в рас­
сматриваемых условиях, получаем:

(ДЦ <pw) = (V, Д?и) = (V, <pw) = (ф, ?w),

где (/> g) — (У У) g (h У) — скалярное произведение функций / и g. 
Отсюда вытекает, в силу ортогональности и полноты системы {<pw}> 
что

V (у у)
m—1 n—1

p=l q = l

„ , „ , , ^pk по! . nik njl т—1 п-1 Sin——— Sjn —— Sln----Sin-— 
xi хл m n m n

nil nl
sin 2^+sin2 2^i=i

(2)

Случайные величины ds(p, q) удовлетворяют соотношениям 
d0 (p, q) = d2 (p + 1, q) и dr(p, q) — d3(p, q + 1), a в остальном незави­
симы (см. выше). Величины разностей И(р, q) — Z7(p+cos ^s, 7+slnJs^) 
при малых ds (р, q) с точностью до малых высшего порядка не 
зависят от ds (р, q) и равны, соответственно, разностям 
id (р, q) — и (р + cos у s, q + Sin у sj.

Учитывая выражение для функции ф (у j) и приведенные выше 
соотношения, связывающие различные ds (р, q\ перепишем соотноше­
ние (2) в следующем виде:
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V“> 2 3 d° ^Р’ (Р + i, (А ^)] х
Р=0?=1

, , Tzik njl Tzql r.k я (2p + 1) k
m-' "-1 sin — sin — sin — Sin cos----- 2^—

Л=1 1=1 sin^ + sin2-^

+ 2 2 di (p> у +1) ~ u (p> X
P=1 9=0

tzik njl Tzpk tzI я (2q + 1) / m-1 л-1 sin — sin — sin —- sin -я- cos 9„ — хл m n m An

*=
„ яй tzI

sin 2m + sln2 2^
(3)

В силу отмеченного выше свойства разностей, стоящих в квадрат­
ных скобках в правой части соотношения (3), последнее можно рас­
сматривать как представление случайной величины V (i, j) в виде 
суммы независимых случайных величин.

Пусть дисперсия случайной величины ds (р, q) равна а2 и допу­
стим, что

] и (р + cos У s, q 4- sin ~ s) — U {р, q) ] < ~, 

где п' = min (т, п).
Тогда дисперсия величины I/ (i, j) не превосходит величины 

^М2а2, умноженной на двойную сумму по р, q квадратов двойных 
сумм по k, I в правой части соотношения (3).

Проводя все необходимые выкладки, получаем:

£2[^> У)]
МУ
п'2тп

т—1 п—1

2 2
Л=1 1=1

izik я fl 
sin^—sin2 —

zzk я/
sin2 2^-+sin 2-

(4)

Оценивая стоящую в (4) справа сумму сверху, получаем:

Р)2 [[/(/, j)]

где т' = max (т, п).
В (г)_ в аналогичной оценке отсутствует справа множитель 

In (т"2У2). Однако можно показать, оценивая снизу D2 [I/ (s, s)] для 
т = п = 2s, что этот множитель нельзя заменить постоянной.

Выражение

2
=і I

„ Tzik я fl

„ я£ г.1
Sin 2^ + sin2-^-

представляет собой значение функции 

т—1 п—1

O[m,n](4, j; Р, 2 2
*=1 1=1
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являющейся «конечноразностной функцией Грина» для прямоугольной 
сетки О і т, О j п при р — i и q = j.

Таким образом, соотношение (4) можно переписать в виде

ЛРс2
D*\V4, /)] G[m, я] (i, j', І, j)- (4')

В этом виде формула остается справедливой для произвольной 
(не обязательно прямоугольной) электрической сетки. Аналогичная 
формула имеет место и для сеток, моделирующих конечноразностную 
аппроксимацию задачи Дирихле для уравнения Лапласа при любом 
числе независимых переменных.

Как сообщил мне А. Н. Колмогоров, им было получено асимпто­
тическое выражение

у/)] С In п
дх ) + К ду J J (6)

где С —некоторая константа, а и —точное решение Дирихле, спра­
ведливое для области любой формы при измельчении сетки.

Используя те же выкладки, которые приводят к соотношению (4'), 
можно получить асимптотическое выражение 

(6')

где Кцп и Li/n—величины, выражающиеся через значения функции 
Грина для сетки, с шагом в 1/п аппроксимирующей данную область. 
Асимптотическое поведение величин Куп и Ц/п зависит только от п. 
Каждая из этих величин асимптотически равна -^-1пи. Подставляя 
последнее выражение в соотношение (6'), приходим к выводу, что 
постоянная в асимптотическом равенстве Колмогорова (6) оказывается 
равной 1 / 4тт.

Поступило
9 III 1951
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