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В настоящей заметке доказывается следующая теорема.
Теорема. Для того чтобы, числа Ач (v = 1, 2,...) являлись зна­

чениями в точках
lim^- = G<^oo (1)

л->оо

функции f(z), регулярной в полуплоскости Rez>0 и такой, что 
для любого z из Re z > О

|/(г)|<^'г1, (2)
где b — постоянное число, и для любого х, Хх — 8 х 8 > О,

|/(х 0 < (3)

необходимо и достаточно, чтобы последовательность полиномов
mk л I I2 \

v=l V=1 ' v '

сходилась в некоторой полуплоскости Re £ > а и ее предельная 
функция Е(t) была регулярна в этой полуплоскости ив некоторой 
полосе | Im t1 < ?]0 С%>0) 11 удовлетворяла условиям:

+ Для ?>5o(S)>O,
+ для ^<-?0(8).

При доказательстве теоремы будем опираться на следующую тео­
рему А. Ф. Леонтьева (х):

А. Пусть последовательность чисел \п удовлетворяет условию 
(1), а последовательность полиномов

п 
Рп^=^ате~^г

сходится в полуплоскости Rez>a к регулярной функции Е (z). 
Тогда коэффициенты ап» при любом фиксированном v имеют пре­
делы при п->оо: lim any = av, и существует целая функция w (г) 

л—>оо
первого порядка нормального типа со свойствами:
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ы (Xv) = av<p' (Xv) (v = 1, 2, . • •),
z2

x? / • (7)ф (г) = П 1 ~

Функция w (г) вдоль каждого луча arg z = & 0 при больших | z | 
представляется интегралом:

&(?) = -<!(?) \F^e^d^, 
с (О

(8)

где контур С (t), выходящий из точки t и расположенный целиком 
в полуплоскости регулярности функции F (£), начиная с некоторого 
места уходит в бесконечность по прямой, образующей с поло­
жительным направлением действительной оси такой угол 
ф, — 7г/2<ф<7г/2, что cos(ф + 0.

Теперь докажем формулированную выше теорему.
Докажем сначала достаточность указанных в теореме условий. 
Рассмотрим функцию

+-ООЧ-І7)

fi(s) = F^e^dt, s = x+iy, t =
—ОО-{-ZTj

(9)

Нетрудно убедиться, исходя из (5), что (s) будет функцией, 
аналитической в полосе 0<8<х<Хт —8, независящей от т) (из 
и в полосе 28<Сл<Х1 — 28 (48<Хх)

1/1 (s)l <^(8)^.1^. (10)
Образуем теперь функцию

+«Н-П)

/(s) = -T(s)/1(s)=-<p(s) $ F(t)e^dt. (И)
—004-/7)

Полагая здесь = 0, представим эту функцию в виде:
—с с +оо

/(s) = —<p(s) \ F(t)estdt— <р (s) ^F(t)estdt— 9 (s) \ F (t) estdt. (12)
—00 —c c

—c
Очевидно, интеграл j F (t) est,dt представляет функцию, аналити- 

—co
* С

ческую в полуплоскости х >8; интеграл F(t)estdt будет целой
—с

функцией. Третье слагаемое в правой части равенства (12), в силу А, 
будет целой функцией w (s), которая в точках Xv принимает значе­
ния А„.

Поэтому f (s)— функция, регулярная в полуплоскости Res >8 и 
f (Xv) = Av (v = 1, 2, ...), так как первое и второе слагаемые в правой 
части (12) обращаются в нуль в точках Xv (v = 1, 2, ...). Условие (3) 
для функции f (s) следует из (И) и равенства:

ІПП = ЛО I Sin 0 I ДЛЯ 6 0, 7Г. (13)

Далее, оценивая каждое слагаемое в правой части равенства (12), 
получим условие (2) для функции f (s).

Так как 8 — произвольно малое положительное число, то f (s) будет 
функция, регулярная в полуплоскости Res >8. Итак, достаточность 
условий теоремы доказана.
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Докажем теперь необходимость этих условий. Пусть / (s) — функ­
ция, регулярная в полуплоскости Res/>0, и удовлетворяет условиям 
(2) и (3). Рассмотрим функцию

ОО , 
/1(5) = ^, S = X-^iy, ?(S)= П(1-^ (14)

Эта функция будет регулярна в полосе 0<x<Xv 
Из (3) и (13) следует оценка:

1/1 (х + оОК^З) е^\ (15)

для |у| достаточно больших при х: 0<8/2^х-^Х1— 8/2, где 
т)! — число, удовлетворяющее условию 0 < щ — 9.

Тогда функция F (t), t = ^-\-ir\, определяемая интегралом:
х-роэ

X—ico
(16)

будет аналитической, не зависящей от х, 8/2<Cx<^Xj— 8/2, и 
в полосе | |^і справедлива оценка:

\F{t)\<e^-^ для ?>^(8)>0, 
для ^<-^(3), (17)

где 8 — любое малое положительное число.
Теперь убедимся, что эта функция будет регулярной в некоторой 

полуплоскости и является предельной для некоторой подпоследова- 
“ /(\) _х /дельности частных сумм ряда S , в 4 •

Для этого рассмотрим два луча, исходящие из точки s = 8, 
0</8<^Хъ и образующие с действительной осью достаточно малые 
углы ех и — sP Контур, составленный из этих лучей, обозначим через L. 
Далее рассмотрим систему окружностей Mk с центром в начале, на 
которых справедлива оценка

I 9 (О I при £>&(s), s>0. (18)
Существование такой системы окружностей следует из того, что 

минимум | ф (О I на окружности |£| = Р принимается в точке t = р, и из 
факта

1щГММ1 = 0. (19)
Р~>со Р

Дугу окружности Mk, лежащую внутри контура L, обозначим 
через уА, а контур, образованный дугой у* и отрезками лучей L от 
точки s = 8 до точек встречи с Mk, через Lk- Рассмотрим функцию

\fAs)e^ds. (2°)

По теореме о вычетах находим
f /у \

фио=Етме ’ (21)
V=1
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где Xv (v = 1, 2, , mk) — нули функции <p (s), лежащие внутри кон­
тура Lk.

Далее заметим, что из оценок (2), (13) следует, что интеграл

.^f^e^ds (22)
L

определяет некоторую функцию Ф (/), регулярную в угле, содержа­
щемся в полуплоскости Re£>0, стороны которого соответственно 
перпендикулярны к лучам контура L и которые отсекают на этих 
лучах отрезки, равные, например, &4-1. Но так как ех — произвольно 
малое положительное число, то функция Ф (Z) будет регулярна в полу­
плоскости Re^>& + 1. С другой стороны, при любом t из этой полу­
плоскости, в силу (2), (13) и (18), получаем:

lim $ fx (s) e~st ds = 0. (23)

Поэтому из (20), (21) и (23) следует

mk fix ъ

V=1

Покажем теперь, что функция Ф (/) при t 0 и достаточно боль­
ших будет равна функции F(t).

Действительно, рассмотрим прямую Re s = 8. Пусть Р* — дуга окруж­
ности ЛД, лежащая в полуплоскости Res ^-8, и Ik — контур, состоя­
щий из дуги Р* и отрезка прямой Re s = 8, лежащего внутри окруж­
ности Mk.

Тогда
1 (• f Ск

(25> 
v=l '

Далее, в силу (2), (3), (23) и (18), при ^>0 и достаточно больших 
имеем

lim \ (s) e~st ds = 0. (26)

Поэтому из (25) и (26) при указанных t следует

Д(0 = Ф(0-
Таким образом, теорема полностью доказана.

Поступило
28 XI 1950
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