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МАТЕМАТИКА

И. В. МАТВЕЕВ

О МЕТОДАХ СУММИРОВАНИЯ ДВОЙНЫХ РЯДОВ ФУРЬЕ

(Представлено академиком А. Н. Колмогоровым 2 П 1951)

Пусть (С) — пространство непрерывных функций периода 2к по х 
и по у. Ставится задача: каким условиям должна удовлетворять си­
стема чисел для того, чтобы равномерно для всех точек (х,у) и 
для любой функции f(x, у) € (С)

lim Umn(f;x,y)=f(x,y), т, п—>оо (1)

где

mn (j1 %9 У)
4 т+ 4- У ХЙЛ) (^о cos kx + ^Osin kx) +

Й=1

+ 4”(aoiCOSly + Cot sinly) +

4- у ^к^п\аы cos kx cos Іу+Ьы sin kx cos ly +
*=i i=i

+ Cki cos kx sin ly + dki sin kx sin ly).

Здесь akh bkt, сы, dki — коэффициенты Фурье функции f(x,y)\ №п} — 
система чисел, зависящая от k, I и т, п {т,п=\,k = \,2,...,m; 
/ = 1, 2, ...п). В силу общих теорем функционального анализа усло­
вие (I) эквивалентно совокупности следующих двух условий:

lim = 1, т, n—>co (A)

m , n

4-+4- S ^cos kx+-г s cos ly+ (2)

+ cos Ax cos Zy
*=i i=i

dx dy M; (B)

M — постоянная.
Так как условие (А) вполне прозрачно, то задача сводится к на­

хождению ограничений, которым должны удовлетворять Xki (в даль- 
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нейшем ради краткости положим хй,л) = Хи), чтобы выполнялось усло­
вие (В). Мы доказываем следующее предложение.

Теорема 1. Если коэффициенты \ы (Хоо = 1; п-н = ^от+і.і = 0)
удовлетворяют условиям

1) |Хм|<£;
т—1 т . п—1 . п , к

2) ^m-k)( 2 2 7)|ДЛ,|<І;
А=0 і=т—k 1=^ І=п I

т—1 п—1 / т П 1 \3) ^^m-k^n-i)( 2 тК 2у?д“А,КІ
*=0Z=0 'і=т—* ' 'j=n—l ■

(г = 0, 1,..., т', s = 0, 1, • • •, п),

где L — постоянная, то условие (В) имеет место.

Здесь А**ХЯ5=Х*/ — 2X*4-itz + Х^-щ, ^ii^ri= ^п= д-н + К, 1+2, 

^kkll^kl = ^kk — Alfrkl---- 2ДиХ*4-1,/ + AzzX*+2,Z (^ = 0, 1,... , tn 1 ,
/ = 0, 1).

Для доказательства к подинтегральному выражению (ядру) условия 
(В), которое мы обозначим через Ктп{х, у), применим преобразование 
Абеля.

Тогда получим:

ктп (х, у) = 2 2 т) + 2 2 д«х«-°« +
*=о 1=0 k=v. 1=0

+ 2 2 т) + 2 2 у'»’ (3)
*=0 1=4 k=n 1=4

где [л и v выбраны так, что р. = [т / 2], v = [п / 2]; Dki (х, jz) = Dk (х) Dt (у) 

(Dk (х), Dt (у) — ядра Дирихле), а Д.ыХи = — ^+i,z — ^,z+i + ^+’. Ж-
Если мы покажем, что двойные интегралы от 0 до 2тс по каждому 
переменному х, у от модуля каждой суммы правой части соотноше­
ния (3) ограничены, то теорема тем самым будет доказана.

При доказательстве мы опираемся на два рассмотренных нами не­
равенства:

(k + \)^C(m-k) 2 Т (^ = 0,1,2,...,[^-]), (4)
і—т—k

2п т к -У X( i^+, (л)|Л<С 2 т ([т-]*^”*-1)' <5)
i—m—k

. Dll+iM + Dk+2(x)+-+Dm(x)
С— постоянная, Л*+і(х) -- ------------------m—'k

Для оценки интеграла от первой суммы соотношения (3) восполь 
зуемся преобразованием Абеля.
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Тогда получим:
ц—1 V—1 И—2 V—2
2 2 (х,у) — 2 2 ~Ь ^kkii^kiFн (х, у) +

й=0 Z=0 й=0 1=0
и—2

+ 24^ +1) ^kki^k, •»—1 лй, V—1 (%, _у) + 
й=э

+ 2 + 1)^ьй^ц—і,гРц—i,i(x,y) + Д^Хц—]>v_і^й_ 1, v_ 1 (х, у), (6)
/=э

где Fki(x, у) = Fk^Fi (у), a F^x) и Fi(y) — ядра Фейера. 
2п

В силу тождества Fk(x)dx = к и неравенства (4) непосредствен- 
0

но получаем ограниченность интеграла от модуля двойной суммы 
правоіі части соотношения (6). Для оценки интеграла от второй (ана­
логично от третьей) суммы (6) применим, соответственно, тождества:

(п — v + 2) v_] = + У — / + 1)^4wA*,z—і»

(m — p + 2) Ди/Хц—ij = Д//Хц_і,г+ у (m — k + 1)Д®і \k—A,i. 
k=v.

Принимая еще во внимание, что v = [n/2], получим:
U—2
2 + 1) | АйнХ^т—11
й=0

<2 +1) ■ ^kk^k, V—1 i + 22^ + I 11 • (8)
ft=0 k=0 l=v

В силу неравенства (4) и условий теоремы правая часть неравен­
ства (8) ограничена, что эквивалентно ограниченности интеграла от 
модуля второй суммы соотношения (6). Пользуясь тождествами (7) и

m—1
(т — р. + 2) ДыХи_ 1Л—1 = Д/Х^—і,»—] + у (т — Д/гй/Х*^—і,

Л=|л—1
(9)

(п — v-|-2) Д/Х^-і,»—! =Xlx_i>v_] -р у (п — 0ДпХц_],г,
Z=v-1

а также принимая во внимание, что v = [«/2], р.= [тп/2], получим 
ограниченность интеграла

2я 2тс

| $i^_i,v_i\F^'V_i(x,y)dxdy.
П О

Для оценки интеграла от модуля второй (аналогично третьей) сум­
мы соотношения (3) применим к последней по индексу / преобразо­
вание Абеля, а по индексу k воспользуемся соотношением

£>й W = (т — k + 1)^(х) — {т — k)Kk+i (х) (10)
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(см. неравенство (5)). Принимая затем во внимание тождества (7), 
а также условия р. = [т / 2], v = [п / 2] и пользуясь неравенствами (5) 
и (4), получим ограниченность интеграла от модуля второй суммы 
соотношения (3).

Для оценки интеграла от модуля последней суммы правой части 
равенства (3) преобразуем последнюю с помощью соотношения (10) 
как по индексу I, так и по индексу k. Принимая затем во внимание 
тождества (7) и (9) и пользуясь неравенством (5), получим ограничен­
ность интеграла от модуля последней суммы соотношения (3).

Теорема, таким образом, доказана.
Теорема 2. Для того чтобы выполнялось условие (В), необхо­

димо, чтобы имели место неравенства:

3) | 2 | С; С — постоянная, р = 0, 1,..., да;
А=1 1=1 kl

у = 0, 1,..., п.
Доказательство проводится тем же методом, каким доказывается 

аналогичная теорема С. М. Никольского для функций от одной пере­
менной (2).

Теорема 3. Если ^kk^ks, ^п, (s = 0, 1,..., n\ r = 0, 1,..m)
знакопостоянны, то условия теоремы 2 являются не только необ­
ходимыми, но и достаточными для выполнения условия (В).

Справедливость теоремы будет следовать из ограниченности сумм, 
фигурирующих в условиях теоремы 1, некоторой константой С.

Оценка, например, суммы 3) (см. условие теоремы 1) имеет вид:
т—1 п—1 т т
2 ^{m-k^n-l)^ 2 т)( 2 =

Л=0 Z=0 l=m—k j=n—I

т~' Z m I x z " 4 \
13 2(”—*)(“-')( s 4X 2
k=0 1=0 i=m—k j=n—I

Аналогично оцениваются и другие суммы.
Рассмотренная задача была поставлена передо мною С. М. Николь­

ским и является обобщением (на случай непрерывных функций от 
двух переменных) результатов С. М. Никольского (\2) и В. Nagy (3), 
относящихся к суммированию рядов Фурье для функций от одной 
независимой переменной.

В заключение выражаю благодарность С. М. Никольскому за руко­
водство и помощь в работе.

Поступило
28 I 1951
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