
Доклады Академии Наук СССР
1951. Том LXXVII, № 5

МАТЕМАТИКА

, Т. И. КРАСНОЩЕКОВА

ОДНА ТЕОРЕМА О РЯДАХ ПО ПОЛИНОМАМ

(Представлено академиком М. В. Келдышем 13 II 1951)

Пусть односвязная область G ограничена жордановой кривой С 
и функция

w = ^z) = z + а0 + .

отображает взаимно-однозначно и конформно область, внешнюю к 
кривой С, на область |w|>r. Тогда г является трансфинитным диа­
метром области G.

Обозначим через Cr кривую в плоскости z, которая при отображе­
нии w = 9(z) переходит в окружность | w| = R>г, и через Gr — вну­
треннюю к ней область. Очевидно, трансфинитный диаметр области 
Gr равен R.

Будем рассматривать последовательность полиномов Ро (z), Pi (г),..., 
Рп (z),..., где Рп (z) = zn + ... + а^), для которых выполнено следую­
щее условие: при всяком п и R>r для точек z, лежащих на Cr, 
| Рп (?) |< М (R + е)л, где М — постоянная, зависящая от Cr и е, а 
е>0 — сколь угодно малое число.

Ряд S cnPn(z) с коэффициентами сп, для которых Ит|ся|1/П= — П=0 71—>СО “
(Р>Н, сходится, как легко видеть, внутри С₽, ипритом сходимость 
равномерна в каждой замкнутой области, лежащей внутри Ср.

Лемма. Если какая-нибудь последовательность полиномов воз­
растающих степеней Pni(z\ Pnk(^)> • ■ • (ni<in2<Z-• где
рпь № _ znk -------р СХодится в области G, причем
равномерно в каждой внутренней замкнутой области, то

к-^со * r

Доказательство. Пусть {Gn} — последовательность вложенных 
областей (GncGn+i) с жордановыми границами, сходящаяся к области G. 
Обозначим через {/^(z)} последовательность полиномов Чебышева, 
соответствующих замкнутой области Gn, и тп — шах | Тп (z) | в Gn.

Последовательность (Рп^ (z)} сходится равномерно в Gn, поэтому
шах | Рп. 
(б„)

(z) |< А для всех k. С другой стороны, в Gn имеем:

шах | Pnk (z) I = I № | шах
с<я*) с0

Z * + "•• +
с “k

> | I max I 7™ (г) н I Ж I
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Из сравнения двух неравенств получаем 
т. е.

\г^к>фпк 
\CnkG

Отсюда
Йт

Л—>оо

где гп — трансфинитный диаметр области Gn-
Переходя к пределу в предшествующем 

окончательно:

ОО Z—— 1
Рассмотрим ряд ZcnPn(z) (Jim 1 'п = у >

1 тЙ < Для всех &

соотношении, получим

P>r)

Теорема. Изменяя знаки коэффициентов ряда, можно полу­
чить ряд, представляющий аналитическую функцию, областью 
существования которой является Gp, т. е. существует ряд

S гпспРп(ф), где гп принимает значение + 1 или — 1, для которого 
n=Q
Ср является естественной границей.

Эта теорема является распространением теоремы Фату на ряды 
рассматриваемого вида. Доказательство этой теоремы проводится так 
же, как доказательство теоремы Фату, которое дал Гурвиц (х). При 
этом используется распространение на эти ряды теоремы Адамара — 
Островского о пропусках, полученное в работе С. Я- Альпера (2), и 
сформулированная выше лемма.

Доказательство. Пусть дан ряд

п=0

из него образуем ряд

71->О0

F (г) = 2 с., P,t (z) (llm | с„ = |)
■

с пропусками, удовлетворяющими условию:

Обозначим члены ряда f(z), не вошедшие в F(z), через f0 (z), т. е. 
положим f(z) = /о (z) + P(z)-

Ряд F (z) представим в виде суммы бесконечных рядов так, чтобы 
каждый член ряда F (z) вошел только в один ряд и все члены были 
исчерпаны. Пусть этим представлением будет

P(z) =J\ (z) +f. (z)+f3 (z)+ ...+fn(z) +
тогда

/(Z) =/0 (z) + A (z) +f2 (z) +...+/„ (z) +...
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Рассмотрим всевозможные ряды

Л И =f0 (z) + S1A (z) + е2Д (z) + ... + e„A (z) + ...,

где en принимает значение + 1 или — 1.
Существует, по крайней мере, один ряд Д (z), для которого граница 

Gp является естественной границей. Допустим противное: тогда каж­
дому ряду соответствует система дуг на Ср, на которых функция, 
представленная этим рядом, аналитична. Множество таких непересе- 
кающихся систем дуг счетно, тогда как множество рядов рассматри­
ваемого вида имеет мощность континуума. Следовательно, существуют 
два ряда:

Л (z) = A (z) + Ч Л (z) + е2A (z) + ...
и

Л- (z) = A (Z) + <А (2) + е2А (z) + • • •

таких, что Д (z) и Д, (z) имеют на Ср общие точки аналитичности.
Но тогда ряд

A (z) “Л (2) = (ei — ei')A (z) + (е8 - A (z) + • • •

является сходящимся в окрестности этих точек за границу области Gp, 
т. е. существует область В Gp с трансфинитным диаметром р' > р, 
в которой ряд сходится, причем равномерно в каждой замкнутой 
внутренней области.

Тогда, по лемме, А = цт | Cnk |1/я* < 4, т. е. р > р’ — противоречие.
Р й->оо Р

Отметим, что эта теорема имеет место для рядов по полиномам 
Фабера, Чебышева, Абеля — Гончарова, ортогональным и др. В частно­
сти, если область G ограничена аналитической кривой С, то всегда 
можно получить функцию, аналитическую в области G, для которой С 
является естественной границей.

Для этого в качестве полиномов {Рп (z)} можно взять, например, 
полиномы Чебышева или Фабера, соответствующие этой области, и 
рассмотреть ряд 2 сп Рп (z) I lim | сп \Чп = — ).

n=0 Уп—>со ' У
На основании доказанной теоремы, которая применима в силу 

аналитической продолжаемости функции w = tp(z) внутрь области G, 
можно получить ряд S г„ сп Рп (z), представляющий аналитическую 

л=0
функцию, областью существования которой будет область G.
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