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(Представлено академиком И. Г. Петровским 15 II 1951)

Как известно (1), геометрия любого пространства Клейна сводится 
к геометрии пространства Хп с заданным характеристическим геометри­
ческим дифференциальным объектом, псевдогруппа инвариантности 
которого приводится к группе Ли точечных преобразований Хп самого 
в себя. В качестве обобщения пространств Клейна Картаном были 
введены пространства с неголономными связностями, соответствую­
щими произвольно заданной группе Ли. Задачей настоящей заметки 
является установление связи между этими обобщенными пространст­
вами Картана и теорией геометрических дифференциальных объектов.

Пусть мы имеем составное многообразие Хп^т) с линейной связ­
ностью, определяемой системой уравнений Пфаффа = dt\a + 
+ Га d^a = 0. Рассмотрим в Хп+(т) поле локальных точек, заданное 
вдоль кривой (t) базисного Хп уравнениями ?)“ = rf (t). Отобра­
зим локальные пространства Хт (/), ассоциированные с точками кривой, 
принадлежащими некоторой окрестности фиксированной точки t кри­
вой, на локальное пространство Хт (0, ассоциированное с фиксирован­
ной точкой. Пусть уравнения *т)а = *т)а (I) определяют образы точек 
поля при этих отображениях. Контравариантный вектор порядка v 
*s -А1 / ds* ъа\2—А- = ^-^5 )- (s = 1.. •., ^) в касательном пространстве порядка v 

ассоциированном с локальной точкой поля назовем 
вектором девиации порядка v данного поля локальных точек в точке t.

Пусть теперь мы имеем поле локальных точек в Хп+(т), заданное 
на всем базисном Хп уравнениями ч\а = №). Рассматривая это поле
вдоль произвольной кривой базисного Хп, можно показать, что его 
вектор девиации может быть выражен следующим образом

2 .......

(1) 
где Ра,..-а* определяются рекуррентными формулами

Pa,-..as+1 = d(aj+i Pae-.as) +

+ s! 2 | *»•"** | 3 ^“i*—% ■ ■ ■ (2
й=1 (M------
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и
Р«в=^° + Г:; (6=0,1,...)- (3)

Лоле локальных точек называется регулярным, если ранг матрицы 
||Ра | имеет всюду наибольшее возможное значение.

Два пространства Хп и Хт называются имеющими в точках £ и т; 
соприкосновение порядка V, если задан связующий геометрический 
объект Pat...as (s = 1, .. ., v), где ранг матрицы || Ра || имеет наибольшее 
возможное значение, определяющий отображение

7/^ = 5! 2 (4)
ы (*,+••  -+W) 1 *

* Для v = 1 см. (’).

касательного пространства Tvn(Q в касательное пространство Tvm (tj). 
Точки £ и т] называются точками соприкосновения пространств 
Хп и Хт, а связующий объект — объектом соприкосновения. 
Соприкосновение называется первого рода, если п т, и второго рода, 
если п^т. В случае п = т соприкосновение, таким образом, одно­
временно и первого и второго рода. Отображение касательных про­
странств в этом случае устанавливает между ними изоморфное 
соответствие. Будем говорить, что в составном многообразии Хп+(т) 
задано отношение соприкосновения порядка V, если базисное Хп имеет 
соприкосновение порядка v с любым локальным Хт (Е) в точках Е и 
т) (Е). Таким образом, задание в Хп+(т) отношения соприкосновения 
порядка v равносильно заданию поля локальных точек, являющихся 
точками соприкосновения локальных Хт, и объекта соприкосновения 
как функции точки базисного Хп. Из (1) легко видеть, что Ра,-..а^ яв­
ляются компонентами связующего объекта, который, в случае регу­
лярности поля локальных точек, определяет в Хп+(т) отношение 
соприкосновения порядка V, при котором точки поля будут точками 
соприкосновения в локальных Хт- Таким образом, если в Х„+(т) задана 
линейная связность, то задание одного регулярного поля локальных 
точек определяет инвариантным образом отношение соприкосновения 
любого порядка v, если v не превышает класс базисного Хп и локаль­
ных Хт*.

Зададим в Хп^т) поле локального характеристического геометриче­
ского объекта класса V, которое превращает локальные Хт в изо­
морфные между собой пространства Клейна с координатными структу­
рами общего пространства Веблена — Уайтхеда. Предположим, что 
линейная связность в Хп+(т) определяет изоморфное отображение 
локальных пространств, рассматриваемых как пространства Клейна, 
что, как известно (2), равносильно тому, что поле локального характе­
ристического геометрического дифференциального объекта должно 
быть постоянным относительно этой связности, т. е. ОшА = 0. Рас­
смотрим сначала случай, когда эта связность будет нулевой кривизны. 
Ограничиваясь рассмотрением достаточно малой области базисного Хп, 
мы получаем, что между всеми локальными Хт, ассоциированными 
с точками этой области, можно установить взаимно-однозначное соот­
ветствие и отождествить их. Назовем полученное таким образом 
пространство универсальным локальным пространством. Отождествляя 
далее точки рассматриваемой области базисного Хп с точками сопри­
косновения в локальных пространствах, мы получим представление 
этой области базисного Хп при п = т как области, а при п<^т— как
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«-поверхности в универсальном локальном пространстве. При п>т 
мы получим в рассматриваемой области базисного Хп конгруенцию 
л — /«-поверхностей, пространством параметров которой будет некото­
рая область универсального локального пространства.

Переходя теперь к случаю, когда связность в Хп^т) не будет уже 
нулевой кривизны, мы получаем: при п — т обобщение геометрии 
пространства Клейна, при п<т обобщение геометрии «-поверхности 
в пространстве Клейна и при п^т обобщение геометрии конгруенции 
п — m-поверхностей в Хп, пространством параметров которой является 
пространство Клейна.

Как известно, проектируя характеристический геометрический 
дифференциальный объект пространства Клейна или его дифференци­
альные продолжения соответствующего порядка на поверхность в этом 
пространстве Клейна, мы можем определить на поверхности геометри­
ческий дифференциальный объект, задание которого будет определять 
поверхность с точностью до автоморфного преобразования в простран­
стве Клейна. Проектирование характеристического геометрического 
дифференциального объекта на поверхность определяется с помощью 
связующего объекта соприкосновения поверхности с вмещающим ее 
пространством Клейна. Заменяя этот связующий объект объектом 
соприкосновения из (1), мы можем определить аналогично проекцию 
локальных характеристических объектов Хп^т) при п<т на базис­
ное Хп-

Аналогично, изучение конгруенции поверхностей в Хп, простран­
ством параметров которой является пространство Клейна, с помощью 
проектирования характеристического геометрического дифференциаль­
ного объекта пространства параметров на Хп может быть обобщено 
на случай Хп+^т) при п>т. Так как проекция объекта является 
объектом, определенным только с точностью до подобия, то проектиро­
вание характеристических геометрических дифференциальных объектов 
в локальных пространствах Хт при пфт определит в базисном Хп 
геометрический дифференциальный объект только с точностью до 
подобия.

Иначе обстоит дело при п = т. В этом случае отношение соприкос­
новения в Хп+(п) определяет изоморфное соответствие между касатель­
ными пространствами, ассоциированными с соответствующими точками 
соприкосновения базисного и локального пространств, и, следовательно, 
в базисном Хп однозначно определится геометрический дифференци­
альный объект того же самого типа, что и локальные характеристи­
ческие геометрические дифференциальные объекты. Геометрический 
дифференциальный объект в Хп, который может быть получен указан­
ным способом, если мы ассоциируем с точками Хп локальные про­
странства Клейна того же числа измерений и введем в полученном 
составном многообразии отношение соприкосновения, определяемое 
изоморфной линейной связностью, мы будем называть геометрическим 
дифференциальным объектом Картана. Очевидно, что необходимым 
условием того, что данный геометрический дифференциальный объект 
в Хп является объектом Картана, будет то, что существует характери­
стический геометрический дифференциальный объект того же типа, 
т. е. с тем же законом преобразования компонент, который определяет 
пространство Клейна. Однако это условие не будет достаточным.

Предположим, что данное необходимое условие выполнено, и рас­
смотрим, к чему сводится нахождение достаточных условий. Пусть 

— данный геометрический дифференциальный объект в Хп- Ассоци­
ируем с каждой точкой Хп локальное пространство Клейна с соот­
ветствующим характеристическим объектом сол. Введем в этих локаль­
ных пространствах Клейна вместо общих координатных структур 
изоморфные между собой координатные структуры Клейна, характери- 
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уемые тем, что относительно входящих в них координатных систем 
компоненты характеристических объектов будут являться одними и 
теми же функциями координат точки сол (т/). Условие того, что поле 
локального объекта постоянно относительно связности, теперь будет 
означать, что Г« должны быть решениями системы линейных диф­
ференциальных уравнений в частных производных относительно 
контравариантного вектора Vе, выражающих, что производная Ли 
от ыл, образованная с помощью этого вектора, равна нулю: DuA = 0. 
Если группа автоморфных преобразований локальных пространств 
Клейна будет r-параметрической группой Ли, то рассматриваемая система 
будет иметь только г решений Va, независимых относительно линей­
ных комбинаций с постоянными коэффициентами. Таким образом мы 
получаем: коэффициенты изоморфной связности должны иметь вид 
r“ = r(V)OH^), где — произвольные функции. Выделим теперь
в локальных пространствах Клейна координатные подструктуры, состоя­
щие из координатных систем, относительно которых точки соприкос­
новения имеют одни и те же координаты Получаем, что Р^...* 
теперь определяются формулами (2), где = Е^...^(Чо)^).

Таким образом для G„ получаем систему дифференциальных уравне­
ний порядка v— 1

РА^В&, (5 = 1......... f),

где Fa — функции, определяющие преобразования компонент Пл, а 
вместо Pat---as предполагаются подставленными их выражения через G, 
и их производные. Если эта система интегрируема, то Ил является 
объектом Картана. Произвол в решении будет показывать произвол 
в выборе изоморфной связности. В этом случае представляет интерес 
нахождение дополнительных условий, которые делали бы возможным 
однозначное определение изоморфной связности по заданному объекту 
Картана.

Так как рассматриваемая нами геометрия составного многообра­
зия Xn+W с локальными пространствами Клейна, в котором определено 
отношение соприкосновения с помощью изоморфной линейной связно­
сти, очевидно, совпадает с геометрией обобщенного пространства 
Картана, то мы получили связь между этой последней и теорией 
дифференциальных объектов. Заметим, что теория поверхностей в обоб­
щенном пространстве Картана совпадает с рассмотренным нами выше 
случаем Лп+ст) при
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