
Доклады Академии Наук СССР 
1951. Том LXXVH, № 3

АСТРОНОМИЯ

Д. А. ФРАНК-КАМЕНЕЦКИЙ

КОЛЕБАТЕЛЬНАЯ УСТОЙЧИВОСТЬ И АВТОКОЛЕБАНИЯ ЗВЕЗД

(Представлено академиком Н. Н. Семеновым 23 / 1951)

Представим полную энергию звезды Е как сумму колебательной 
энергии УГ и статической энергии U. Для каждого элемента массы 
dM колебательная энергия w dM определяется как значение кинети­
ческой энергии в момент прохождения через состояние колебатель­
ного равновесия; статическая энергия udM — как сумма тепловой и 
гравитационной энергии в том же состоянии.

Условия затухания или самовозбуждения колебаний определяются 
знаком величины ДУГ—изменения колебательной энергии за цикл:

ДУГ = ДА —|Д£7 — dM 4- -^-div F^dt— EudM, (1) 
м м

где е — скорость выделения энергии на единицу массы; р — плотность; 
F— вектор удельного потока тепла.

Член ECJ—^AudM есть изменение статической энергии вслед- 
м

ствие смещения состояния колебательного равновесия. В общем 
случае:

Au = Te&S---- — діу(РеДг), (2)
Ре

где S dM — энтропия данного элемента массы; г — его радиус-вектор; 
Ре — плотность; Ре — давление; Те — температура в состоянии колеба­
тельного равновесия.

Если состояния колебательного равновесия для всех элементов 
массы считать совпадающими по времени, т. е. если пренебречь 
в интеграле влиянием сдвига фаз (локализованного в узкой зоне близ 
поверхности звезды), то от интегрирования по массе можно перейти 
к интегрированию по объему:

\U= J Те ESdM-\ Шу(ДДг)йГ- J TeESdM, (3) 
MV м

так как второй интеграл есть внешняя работа, совершаемая звездой 
при изменении состояния колебательного равновесия, т. е. тожде­
ственный нуль. В этом простейшем случае:

Ayr=A£-$T^S  ̂= $dAf$(l--^)(8 + ±di^ (4) 

м м РУ
или, в сферически симметричном случае:

(6) 
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где Н — полный тепловой поток через сферическую поверхность, 
заключающую массу М.

Состояние равновесия устойчиво, если вблизи него AU7<0, не­
устойчиво, если AU/>0^ Если в последнем случае существуют конеч­
ные колебания, для которых обращается в нуль, то это будут 
автоколебания.

Все рассматриваемые в литературе критерии могут быть получены 
как частные случаи из критерия (5). Так, для малых колебаний (5) 
переходит в общий критерий устойчивости С. Росселанда (1). Если 
считать в (5) все величины не зависящими от пространственных коор­
динат, то получится критерий автоколебаний С. А. Жевакина (2).

Для дальнейшего приближенного рассмотрения введем эффектив­
ные температурные показатели: р = dAns I dAnT для тепловыделения 
и q = dlnH / а\пТ для теплоотвода, где производные берутся при 
той связи между Т, р, г, dT/dr, которая имеет место в процессе коле­
бания (везде, кроме узкой зоны близ поверхности звезды, эта связь 
соответствует адиабатическим подобным изменениям состояния).

Полагая, в грубом приближении, р и q постоянными в простран­
стве и времени, и считая, что выделение энергии происходит близ 
центра звезды, получаем из (5):

р г ^ч—1 iq
AU7 = Leф[аГ1 (»-!)-(»і -1) + ' (6)

где & = ТI Те; индекс 0 относится к центру, 1 — к периферии звезды; 
Le — равновесная светимость.

Для малых колебаний $ = 1 + Acosw£ Если А мала, но рА и qA 
могут уже и не быть малыми, то, заменяя В- на получаем
приближенно:
A W = Le [ал (р - 1) До - ЛЛ (^ -1) А + Aj (7)

где /0 — бесселева функция нулевого порядка мнимого аргумента.
Для совсем малых амплитуд получаем критерий устойчивости 

в виде:
AU7=^-£e[(p-l)A^-4^(A?-|-A?)]. (8)

Если ссор'1?"'', то, поскольку близ центра звезды колебания всегда 
адиабатичны, р = v ўЛр где Y— показатель адиабаты. Если выде­
ление энергии происходит посредством барьерных ядерных реакций, 
то для каждой отдельной реакции

е. со рт2е~т,

где тсо7'~1/‘; отсюда при у = 5/3:

Л = т + 4- О)

Но если процесс выделения энергии проходит в несколько после­
довательных стадий, то эффективное значение температурного пока­
зателя р лля колебательного процесса становится зависящим от ча­
стоты колебаний.

Пусть концентрация каждого из промежуточных продуктов подчи­
няется кинетическому уравнению:

dx,
= kt—iXi—i — kiXt, (10)
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где кинетические коэффициенты ki зависят от температуры и плот­
ности, и, следовательно, в процессе колебания являются осциллирую­
щими функциями времени.

Общее решение уравнения (9):

/' __ 1 ,
Xi = е-у \ ь eydy, 

J
У'

где у = j kt dt. Для стационарного колебания у = Kt-, 

Xi = Ke eKUt, k.

где К — среднее значение ki.
Разлагая осциллирующую функцию ki^x^ / ki в ряд Фурье:

' = 2 8“ cos
1 п=0

получим:
оо COS nut — п Sin nut

^-2«----------—4s—■ (11)

—»

Скорость тепловыделения e = S QtkiXi, где Q(- — теплоты реакций.
Отсюда эффективный температурный показатель:

^QiK,Xid\nklxi Idin Т
d In е i '

Р “ dWT ~ ‘ ZQiKXi ’ (12)
і

где Xi — среднее значение х,.
Для малых колебаний из (11):

d In kixi dlnxt Pi_] — p{ + d In xi—11 d In T
-m-^Pl + d^T-P^+ vr^T^i ’ (13)

где
d In x^ Pi—.4—Рі-л+dInx^ / dlnT

dlnT = Vi + JTkI ' (14)
Здесь pi = d In ki / d In T — температурные показатели отдельных 

стадий, определяемые из (9).
Рассмотрим очевидные предельные случаи.
Для медленных стадий

й1п£;Х;
d In Т “ и> dlnT ~ РР

Для быстрых стадий (KO>w):
d In kjXi dlnx;_j
dlnT = P‘~l + dlnT •
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При этом, если предшествующая стадия медленная, то rfln Xt-i I d In T=0 
откуда d In k[Xi / d In T = pi—i. В этом случае тепловыделение быстрой 
стадии контролируется предшествующей медленной. Если быстрой 
стадии предшествует быстрая же, то dinkiXi I d\nT — +
+ d In Хі-2 I d In T. В этом случае обе быстрые стадии будут кон­
тролироваться предшествующей им, и т. д., пока мы не дойдем до 
стадии, для которой

d In xt , d In х^
~d\nT <P*'1 ~Pl + din T ’

Результаты, относящиеся к обоим предельным случаям, остаются 
в силе и для больших амплитуд. Подробное доказательство этого 
довольно очевидного положения можно найти в (3,4).

Оставляя в стороне частный случай, когда К порядка со, во всех 
остальных случаях можем подразделить все стадии на медленные 

и быстрые (Aj^>co); тогда:

Р = ^Q)jKjXj ’ (15)

где индекс j относится только к медленным стадиям, a (S Q); озна­
чает сумму теплот всех стадий от данной и до следующей медленной. 
Если все медленно реагирующие вещества находятся в стационар­
ных концентрациях, то

zpQ)jPj
(|в>

Если медленной стадией является ^-процесс, для которого pj = О, 
то эффективное значение температурного показателя для колебатель­
ного процесса может оказаться существенно ниже стационарного его 
значения. Примером является водородный цикл, в котором основное 
выделение энергии контролируется медленным ^-превращением Be7 
в Li7 (А'-захват).

Таким образом, можно объяснить: апериодическую устойчивость; 
возникновение колебательной неустойчивости при низких центральных 
температурах (возрастание р) и конечную предельную амплитуду 
колебаний если только принять, что основным источником
энергии звезд является водородный цикл и что относительная ампли­
туда пульсаций (в противоположность общепринятым (V,6) воззрениям) 
возрастает от поверхности к центру звезды. Для обоснования послед­
него вывода необходимо рассмотреть пространственное распределение 
амплитуд с последовательным учетом неадиабатичности колебаний 
вблизи поверхности звезды, что и является задачей нашей дальней­
шей работы.

Поступило
23 1 1951
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