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ОПРЕДЕЛЕНИЕ НАПРЯЖЕНИЙ ПРИ ЗАПРЕССОВКЕ НЕСКОЛЬКИХ 
КРУГЛЫХ ШАЙБ В ПЛАСТИНКУ, ОГРАНИЧЕННУЮ КРИВОЙ

ЧАСТНОГО ВИДА
(Представлено академиком А. И. Некрасовым 21 XI 1950)

Допустим, что имеем в плоскости z конечную односвязную область S 
с границей у0, причем область 5 состоит из суммы т + 1 областей 
S = so 4- Si н-------F-Sm И функция

<»

отображает на нее лежащий в плоскости С круг радиусом р = 1, где 
k (&>0), а (0<а<1) —постоянные величины. Предположим далее, 
что область So сопряжена с областями Sn (п = 1, 2, ..., т) посредством 
прессовки или посадки в горячем состоянии, а области Sn односвязны, 
ограничены окружностями ул с центрами в точках bn (п = 1, 2,..., т) 
и не касаются друг друга. На рис. 1 изображен частный случай, когда 
а = 0,2593, k = 25,25 см, т = 2. Будем, наконец, полагать, что нам 
известны силы, действующие на контуре у0, и скачок смещений 
на у„ (я = 1, 2, ..., т) при переходе из области So в область 
Sn (п = 1, 2, .. •, т) и что упругие свойства всех Sn (п = 0, 1, 2, ..., т) 
одинаковы. В этом случае задача определения компонентов вектора 
напряжения в какой-либо точке области S„ (я = 0, 1,..., т), согласно 
исследованиям Г. В. Колосова и Н. И. Мусхелишвили, сводится к 
нахождению функций <pn(z), фл (г), регулярных в областях S„ (п = 0,1,... 
..., т) из следующих граничных условий:

?о (0 +" ^Фо W + Фо (0 —fi + (/2 + на у0, (2)

Фо (0 + W + О = ФлЮ +

хФо (f} — ^Фо W—Фо (0 = хф« (0 — ^фл(*) — Ф" W.+ Sn(f) (3) 

на ул (я = 1, 2, ..., т).

Здесь А + if2 =1/ (0 = i J Ио + i П) ds — известная функция, [так как 
о

по условию нам известны компоненты внешнего напряжения (Хо, Ув) 
на у0; 5 — дуга у0; £ —аффикс точек ул (я = 0, 1........т); Со —постоян­
ная, которую можно положить равной нулю, так как область S одно­
связна; функция gn(t)=2p. (Un + ivn), где «„ +— скачок смещения 
на уп (« = 1, 2,.’.., tn), известна и в случае запрессовки круговой шайбы 
радиусом г' в отверстие области So, имеющее радиус г^, будет 
иметь вид:

g. и=2^« - r;i а - м - ь а- ь.)- (4)
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Здесь 8'n= г* — г„— натяг при запрессовке в область So области 
ой шайбы — радиус 
Уп (л = 1, 2, ..., т); 
2ц8' 
----- = 8п—обозначе- гп
ние, введенное для 
краткости письма.

Поставленную за­
дачу сведем к пер­
вой основной задаче 
теории упругости 
для всей области S, 
занятой сопряжен­
ными телами, ис­
пользуя указанный в 
(J) Д. И. Шерманом 
метод. Проводимые 
при этом преобразо­

вания будут аналогичны преобразованиям, сделанным на основании 
того же метода в (2“4) Н. Д. Тарабасовым при решении задач о 
запрессовке круглых шайб в круглую пластинку.

Складывая уравнения (3) и подставляя значение gn имеем 
3

на Гл (п=[1, 2, ..., т). (5)
Далее, подставляя значения <р0 (t) из (5) в сопряженное с первым 9

из уравнений (3), получим, учитывая, что t = —+ bn, t on
8 / 2г? _ \= — Гй; нагл (п= 1, 2,..., т). (6)Л I Л t -- и ft J

Введем теперь в области So функции (z), ф* (z), связанные с пер­
воначальными ?0(z) и ф0(г) соотношениями:

n=l
при этом на у„ (л = 1, 2, ..., т\ согласно (5) и (6), функции (z) и 
фо (z) примут вид:

9о = Ф" + 1 + 7 ~ = СТх —
ЭХ Г п=т 28 г22 ” п____ су ___ п *___  на (п = 1, 2, ..., т). (8)

-(і+хж-м h Za+x)^-^) Hd

Таким образом, функции ?* (z) и ф^ (z) регулярны в области So и 
на границах уп {п = 1, 2, ..., т) совпадают с значениями функций, 
регулярных в областях Sn (л= 1, 2, .... т), т. е. эти функции явля­
ются аналитическими во всей области S. Контурные условия для их 
определения получим из уравнения (2), выразив <р0(г) и ф0(г) из (7):

п=т 28

Используя метод Г. В. Колосова и Н. И. Мусхелишвили (5) для на­
хождения напряжений в областях, отображаемых с помощью функ­
ции z = co(Q на круг р = 1, получим контурные условия в виде:
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+ a(l — ла2) (а2 + a) - ^2 (1 + x) (bn a2 — ka — аЬпУ

(10) 
где a — точка окружности у радиусом р = 1 области £, а функции 
<р (Q и ф(£) связаны с исходными так, что 9 (Q = <pj (Z); ф(^) = ф* (z). 

Так как решение плоской задачи теории упругости для области, 
ограниченной данной кривой, дано Г. Н. Бухариновым (6), то здесь 
будет решен вопрос о напряжениях, возникающих при запрессовке, 
когда внешний контур свободен от усилий, fx + if2 = 0.

Умножив левую и правую части уравнения (10) и с ним сопоя- 
1 da Г

женного на и интегрируя по у, получим:

a — С2 а _ a

(1-д2)2 Г ?' (Кд) _^(-НдИ
2Га(1+а2)|_1-ГлІ; i+Va^ ’

(И)

n=m

_й^2+^ bn

Ц1-
? 1 2(1 +a2)

Г уравнения «‘-^-^ = 0, причем |а'|>1и
КХ1! ₽n / корни уравнения abnV _ h "
I I > 1 и J М < 1; <р’ (/а), ? (Уа), <р’ (- Уа), ф- (- п ₽ 
которые определяются из соотношений: постоянные,

.__  q п=т
Re [<f (Щ) + V (- УЗ)] = 2 s,

Л=1

Im [?' (Va)+ t' (-Га)] = — (T=Sr Im У — 1
fi, Ч

(12)
Re [.' (Vo) - Т' (_ "(д'+Д _

n=!an — a„
Im [<?' Уа) — ф' (— l/a)l = ■ 8^д . -1 + °2 тт 'У1 8„

ОС '/ •n=l n — an
На основании (7) для области So будем иметь:

n=m
•?00^ = 90(z)=

n=l

(1 — a2)2

a — £2 a-a 2_ n
~ — abn

2Ka(l+a2) Ll-Кд^ 1 +
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, ________ 2 1-^ 1 ^(1-^ _тЧг) I
Фоо (О — Ve (г) і+х2 abn р'_£ —р' (t? — Л) (! +

/і—Гф'О^ (із)
2(1 + ^) ^-Гд к + ^а Г

Нетрудно видеть, что функции <р00 Ю и ф00 (£) регулярны в области 
So и удовлетворяют контурным условиям. Функции флл (ч) = ?,г (z) и 
ф„„ (Q = фв (z) для областей Sn (п = 1,2, .... т) легко найдутся по 
формулам (5) и (6). Напряжения определятся по известным фор­
мулам (5).

Автором получены формулы для нахождения напряжений в обла­
сти So для следующих двух частных случаев:

1. В области So, имеющей отверстие с центром в начале координат, 
запрессована шайба радиусом гх и натягом 8'. При этом т = 1, 
Ьп = Ьх = 0, и функции примут вид:

m г (I-*2)2 £ 1
- k (1 + х) р 2 (1 + д2) 1 - at2 J ,

(14)
, 1УХ г(і_а2)2 I чі-^2)2 _i]
ФооМ-й(1+х) [_ 1+аз ^-а - а) (1 + д^2) И’

2. В область So запрессованы две шайбы радиусами гх = г2 = г и 
натягом 8' = 8' = 8', причем центры этих шайб расположены на оси х 
и находятся от начала координат на расстоянии Ьх = Ь, Ь2 — — Ь. 
Здесь пг = 2, и функции <р00 (Q и Фоо (Q принимают вид:

,ух 28/2 г 2^ К , (1 - а2)2
Фоо (М ~ і + х [ft2 (а,-а.)у _ а2 + k (1 + д2) 1 - а^\>

, (п _ 48r2 f (1 - д2)2 £__________ kax Г 5 (1 — К1)1 Р + «1) ; т1
too (<=) — i + (i + a2j ^2 _ a b2 (ax— a2) L^a_a) (l+ei;2) (t?—оф2 + a^2—1J J ’

(15)
где _______ _______

, k + К k2 + 4д&2 „ k — V k2 + 4дй2
ai — ai — ---------- 2ft ’ a’2 — ai — 2ft

На рис. 1 построены эпюры напряжений в точках оси х области 
когда a = 0,2593, b = xQ— у0, 8' = 1-10"3г, г = О,55уо и материал 
сопрягаемых деталей — сталь с модулем упругости Е = 2,1 • 10е кг / см2.

Указанный метод легко может быть применен во всех случаях, 
когда вся область S, занятая сопряженными телами, односвязна и 
функция z — w (Q отображает на нее лежащий в плоскости круг 
радиусом р = 1, а области Sn (n = 1, 2, ..., m) представляют собой 
сплошные круглые шайбы. При этом исходным будет уравнение (9).

Поступило 
23 X 1950
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