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МАТЕМАТИКА

А. Г. ПОСТНИКОВ

ОСТАТОЧНЫЙ ЧЛЕН В ТАУБЕРОВОЙ ТЕОРЕМЕ 
ХАРДИ И ЛИТТЛЬВУДА

(Представлено академиком И. М. Виноградовым 19 XII 1950)

Теорема Харди и Литтльвуда (х) утверждает, что если 
(1—%) S апхп-^1 и йя>0, то S ап^Р. Аналогично для рядов 

х->1—О
Дирихле: если а^апе~~Хпа когда о^0+0 и а„>0, то S ап^Р.

Допустим, что известно больше про поведение функции на ве­
щественной оси, скажем, Хаяв-ХлО =--+0(1) и ая^>0. Что можно 
сказать больше про асимптотическое поведение коэффициентов?

Те о р ем а. Делп Хаяе~Хл° = — + 0(1) и an^Q, Хя^-0, то S ап = 
°

= Р+О(.

Доказательство. Пусть Еа„ДХл’0(1), ая^-0. Обозна­
чим Ф (<т) = S аяе'Хп°. Пусть

F (х) = Ьо + Ьгх-\------ Ь bNxN,

^апе ^F(е x”a) = ^апe~^°(b0 + Ьге х«а+ • •. + Ь^^ =

= Ь0Ф (а)4~й1Ф (2<т) + • • • -ф^Л'Ф ((Af -|- 1) а) =1
b b , N х ^F^dx N

\ і=0 / \i=0 /

Пусть f (x) — непрерывная функция на [0,1] и |/(х)|^Л1. Пусть 
Pn (л) = Ьо + Ь^х-]—-А-ЬмхН — многочлен, наименее уклоняющийся 
от f (х) на [0,1], En= max|/(x)— Рл(х)|. Очевидно, что при 

0<лг<1
Е М. Поэтому | PN (х) | 2 М.

Оценим величину |д0|+• • •+|^| для многочлена Pn(x\ По из­
вестному предложению теории наилучших приближений (2), модуль 
bi, i = О, 1,..., N, меньше или равен модулю коэффициента при х1 
многочлена 2М cos N arc cos (2 х — 1) = М ((2х — 1 + ў 4 ха — 4х 
+ (2х-1—У4х^-4^^).

Модули коэффициентов этого многочлена не превосходят, очевидно, 
модулей многочлена М ((2х+1+'И4х2+4л)лг+ (2х + 1 —У4х2 + 4x)N),
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а сумма S | bt | не превосходит значения прежнего многочлена при
N _

х=1. Таким образом, имеем: S ib<|<2М (3 + J/S)^ = О (ТИб"). 
г=о

Рассмотрим стЕа^-"^^^^0). Ряд абсолютно сходится в силу 
ограниченности f(x),

а%апе-^(е~*п°)=а%а^

1 1

J/W dx + J (PN (x) —/(x)) dx + a ^ane~^ PN {e~^) - 
о 0
1

— J PN (x) dx+ ст 2 ane~*n° — PN (e“x«a)). 
0

Через co (3) обозначим модуль непрерывности /(x). Как известно, 
/ (x)-PN(x) 1<12 со (^\ Поэтому:

° ^ane^(f^}-PN(e~^ = O(a а^у Q0 ) = О (со ±) 

(ибо ст S a„e_x"0 -+ 1);
1

$ (Pn (х) —f (х)) dx = О (со 
О

Далее,
1

Ст 2 ane~^PN (^л°) = J PN (x) dx + О (M 6Na).
0

Поэтому

CT ^ane~^f^)= ^f{x)dx + O(M б^ст) + o(w(^)). 
0

Возьмем ^ = loy] , 0<^7)<^ 1, 7] любое. Когда ст-»0, -»оо.
Лемма.

ст 2 ane~^f =\f(x)dx + O (Ма^) + О /со / у 1 -
J \ \ 1 —
о \ Чп5 ln G

где О зависит лишь от ряда.
Будем брать далее т) = 1/2, а = 11Р.
Возьмем функцию А (х), а>1, а-»1:

для 0^х^е~а;

(х—е-") для е~а^х^е г;
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Очевидно:

М = е, и(8) = 8, А 1—+ 1.
О

Но l-e  ̂— a-1, w(8) = oQ^), = 1 4-0 (a-1).
О

Подставляя в лемму, получим:

4(3“” + 2 а^"1Р^^
г Рп<р Р<КП<ИР

= 1 + О (a — 1) + О + О •

Легко видеть, что второе слагаемое неотрицательно:

Д 30„<і + о(«-і) + оШ + о(|КЛі-Г)).
Х„<Р

Берем а— 1 = 1/)/1пР. Когда Р^оа, а->1,

Возьмем функцию f2(x), “<1, а->1:

0 при 0 х <С е-1;

, , , I ---- -—- (х —в-1) при

[ А- при

А1 < е, «(8) = 8=0 J -

^/2(x)(Zx=l-^—=^е“=1 4-0(1 —а); 
о

п<аР аР<п<Р
= 1 4- 0(1—а) 4- °((1_а)1пр) + °^^)'

Но
^^ап>^ап+ 2

п<Р п<аР хР<п<Р е

ибо

е-^Р(е~ХпІр — е'1) — 1 < 0.
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Поэтому, беря 1 — а = —, получим

43о»>>+о(и=)-

Сопоставляя обе оценки, получим теорему.
Следствие 1. Если S = ---- |-О(1) и ал^о то vл-»і—о 1 —л z ап =
о , Р \

\Kinp;
Пусть Ъапхп = 4- 0(1). Обозначим — 1пх = а. Когда л-»1— о
■О +, £-4-0(1) = 1+0(1).

Значит, S ап = Р 4-0 _ Р 
У1“пР

С л е д с т в и е 2. Пусть ап О, S_ ^»=^4- О (1) и 2 апГпем. =
1 1 /4 ”—>1—0

= ?е, <е, + °0)- Тогда -р S апе^ = е-«.+ 0( .
е ге • п^р \VlnP)
Действительно,

2 anrn(l 4-cosn0o) = Ц-cos 9° 4-0(1), 
г->1—О 1 — Г 1 Х ”

г" (1 + sin н0о) = ЦДДА + 0 (ц ап (1 + CQS > 0

и ап(1 4-sin л0о) >-0.
Поэтому 4- 2M14-cos«0o) = 1 4- Cos0o 4- О (Н0£] 

п^Р \И 1пР/ Р
л 1 \

ал —

Отсюда
1

-р^апсо8п^0 = cos60 4- О • 1 \
КЕР/1

Аналогично

Я выражаю 
указаний.

p~2a"sin л0о =

признательность С. Б. Стечкину за ряд существенных
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18 XII 1950
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