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РЕПЕР ЛИНИИ НА ПОВЕРХНОСТИ B АФФИННОЙ 

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЙ ГЕОМЕТРИИ 

(Представлено академиком А. Н. Колмогоровым 7 ХИ 1950) 

Репер линии на поверхности в метрической геометрии получил 
разнообразные применения. В этой статье даются некоторые приложе- 
ния аффинно-инвариантного репера линии на поверхности, построен- 
ного при помощи метода внешних форм Картана (1) 

$ 1. В эквиаффинной геометрии деривационные формулы канони- 
ческого репера линии L на поверхности могут быть представлены 
B виде 

@Ё 
ds 

@, Y de, 
=éy ds‘ = «е, + e, + e, Gl = pe, +mey 

Здесь г — радиус-вектор переменной точки линии L; € — единичные 
векторы репера; ds, «, B, Y, W, т — инварианты репера, которые выра- 
жаются через инвариантные дифференциальные формы аффинной тео- 
рии поверхностей @, ф, 7, % Ф° (?) следующим образом: 

НЫ 
3 

1 i 
где — M ф отличаются лишь множителем / —1 от дифференциатора 

3 @ 1 B ами -° Л { == й ку' й М 2), ельтрами ;- НУ .\ч›, у) и второй кубичной формы х (?) 

$ 2 BCKTXPH и инварианты репера геометрически характеризуются 
следующим образом: €; есть лервый вектор канонического репера 
„нормального сечения“ (т. €. плоской кривой, получающейся при пере- 
сечении поверхности плоскостью, ПрОХОдЯіЦЕЙ через касательную к L 

и аффинную нормаль поверхности); — €, — первый вектор канониче- 
ского репера „сопряженного нормального сечения“ (КЗСЗТЁЛЬНЗЯ Ку6Е 

заменяется сопряженным направлением); €; — вектор аффинной нор- 
мали поверхности; « и В — у суть аффинные угловые коэффициенты 
аффинных нормалей нормального сечения и сопряженного нормального 
сечения относительно репера; В и у — координаты conpukacawmeficn 

плоскости и лучевой точки (,ray-point* (%)) - :йаффинныйугло- 

вой коэффициент касательной к отображению 1° линии L на индикат- 

рису аффинных нормалей (,Krammungsbild“ (?)); а = - |К! 8) ( ) 
. ds* 

тде K — отношение поверхностных, а уу — отношение линейных эле- 
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ментов поверхности и индикатрисы аффинных нормалей. Инварианты 
@, В, ж являются аналогами, соответственно, нормальной кривизны, 
геодезической кривизны и геодезического кручения метрической тео- 
рии линии на поверхности. 

Из соотношений, связывающих инварианты линии на поверхности 
с инвариантами поверхности, важнейшими являются: 

42 — By =2), в4 Н) — = И— К, 
где /— инвариант Пика, Н и К — средняя и полная афинные кривизны 
поверхности. 

§ 3. Любому аффинно-инвариантному классу линий на поверхности 
соответствует некоторое натуральное уравнение, выраженное через 
инварианты репера, и наоборот, всякое натуральное уравнение харак- 
теризует некоторый аффинно-инвариантный класс линий на поверхно- 
сти. Союзные линии (,union сигуез“ (*)) конгруэнции аффинных нор- 
малей имеют уравнение В — 0; дуально-союзные (?) той же конгруэнции 
(1. e. цилиндрические линии Петерсона или линии тени) у — 0; линии 
Дарбу « = 0; аффинные линии кривизны т — 0; прообразы асимптоти- 
ческих линий индикатрисы аффинных нормалей и =(0; линии Cerpe 
В — у = 0; аффинно-геодезические линии (экстремали инварианта @$) 

@! @ 
В 4 у = 0; плоские линии 7‘;—043 -- ж = 0; конические линии ;—s — oy; 

а 9 2 
аффинно-базисные линии (*) ; (2е + (B — у)) + p =7 5 (v ) (2e+BF+ 

ЗЕ у) = 0. Линии 2+ (B — у) = const характеризуются TeM, что аффин- 
ный линейный элемент @5 такой линии L лишь постоянным множите- 
лем отличается от аффинной длины дуги асимптотической линии, 
имеющей с L общее начало счета. Линии Ap+ Вп -- С = 0 (4, B, С — 
постоянные) характеризуются наличием инвариантного вектора е,, 

сохраняющего постоянное положение относительно инвариантных век- 
торов репера линии / и относительно инвариантных векторов репера 

. . 
линии 1”. При С =0 вектор e, совпадает с касательной к L°; поэто- 

1 
му линии p:7 = const являются аналогом линий о: » = const (*) мет- 

& 
рической теории линий на поверхности. ' 

$ 4. Наличие сопряженных сетей определенного вида характеризует 
ряд аффинно-инвариантных классов поверхностей. Наличие сопряжен- 
ных сетей, состоящих из линий 20 + В — у = const и 2а — В + y = const, 
характеризует класс поверхностей J= const (произвол — три функции 
одного — аргумента). Наличие сопряженной CeTH линий p:w = const 
характеризует класс поверхностей с постоянным отношением аффин- 
ных главных кривизн (v;:v, = const); произвол — четыре функции од- 
ного аргумента. Наличие сопряженной ceTH, состоящей M3 семейства 
линий Аци + Вук + С, =0 и семейства линий А,и - Byw - С, =0, 
характеризует класс поверхностей, главные аффинные кривизны кото- 
рых связаны соотношением @ (v} + v3) + суду, -- /¥y + Яча т й == О с по- 

стоянными коэффициентами. Этот класс определяется с произволом 

в четыре функции одного аргумента и содержит (при %‘.- = f};‘;) 

поверхности Н = const. Класс „&“ поверхностей € „двояко-союзной 
сетью“ (т. €. с сопряженной сетью, состоящей из семейства линий 
В =0 и семейства линий у — 0) определяется с произволом в четыре 
фуНКЦИИ одного аргумента и характеризуется тем, что индикатриса 

аффинных нормалей поверхности этого класса есть линейчатая поверх- 
ность, прямолинейные образующие которой соответствуют линиям 
постоянной полной аффинной кривизны на поверхности. 
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$ 5. В класс „&* входят поверхности лереноса, линии переноса 
которых образуют сеть Дарбу — Сегре. Эти поверхности определяются 
в виде: 

г= шС, +uC, + V 0} 
(где С, и С, — постоянные векторы, a V (V) удовлетворяет уравнению: 
V" — @' V" — 3 (@” -- 2w ®) V' = 0), с произволом одной функции @ (V) 
Линии_ переноса — плоские и лежат в пучках лараллельных плоско- 
стей. Этот класс поверхностей рассматривался В. Хааком (%), но дан- 
ная UM геометрическая характеристика линий переноса ошибочна. 

$ 6. Рассмотрим задачу (аналогичную задаче Бианки метрической 
теометрии): найти поверхность, в касательной плоскости которой в 
каждой точке можно выбрать прямую [ так, чтобы построенная таким 
образом конгруэнция и конгруэнция аффинных нормалей поверхности 
образовывали расслояемую пару. Такое построение оказывается воз- 
можным для двух классов поверхностей. Первый класс определяется 
с произволом в две функции одного аргумента и COCTOMT из таких 
поверхностей с двояко-союзной сетью, у которых индикатриса аффин- 
ных нормалей вырождается в плоскую линию. Касательные к этой 
плоской линии и прямые / параллельны касательным к союзным аф- 
финным линиям кривизны на поверхности. Другое семейство аффин- 
ных линий кривизны состоит из цилиндрических линий. Обе конгруэн- 
ции расслояемой пары цилиндрические. В этот класс входят те из 
поверхностей (1), для которых функция ¢ = @' удовлетворяет 
YPaBHEHHIO 

4 , 
ао 08 (¢ - 39*) = — $ 

а также поверхности, аффинные линии кривизны которых являются 
одновременно союзными линиями, Дарбу и Сегре. Второй класс есть 
класс собственных аффинных сфер. 
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