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МАТЕМАТИКА

Г. я. МОРДКОВИЧ

ОБ ОДНОМ ПРИЗНАКЕ СУЩЕСТВОВАНИЯ НОРМАЛЬНОГО 
ДЕЛИТЕЛЯ У КОНЕЧНОЙ ГРУППЫ

(Представлено академиком О. Ю. Шмидтом 12 XI! 1950)

§ 1. Нахождению условий существования нормальных делителей 
у конечных групп было посвящено много работ. Ряд глубоких доста­
точных условий был доказан лишь при помощи теории характеров. 
В настоящей заметке указывается один простой признак существова­
ния нормального делителя, доказательство которого проводится вполне 
элементарно.

§ 2. Теорема. Если
4>Va, (1)

то группа Г порядка q^a, где q — простое, (a, q) = ], имеет нормаль­
ный делитель порядка q^1 или порядка q[i.

При 0 = 1 утверждение теоремы тривиально. Поэтому в дальней­
шем предположим, что 0>1. Пусть Qj и Q2— любые две ^-силовские 
подгруппы группы Г и^—порядок их общего наибольшего делителя. 
Число различных элементов системы Qt Q2, равное числу q-^~l = ^23 / q', 
меньше числа всех элементов группы Г, т. е. меньше числа q^a. Из 
неравенства (1) следует неравенство q^-^aq^, откуда заключаем, что 
/>0 — 1.

Если i = 0, Qi = Qi., т. е. ^-силовская подгруппа группы Г в ней 
инвариантна.

Пусть i = р — 1, т. е. общий наибольший делитель двух любых 
д-силовских подгрупп группы Г есть группа порядка инвариант­
ная в этих силовских, потому что всякий делитель порядка группы 
порядка q" в этой группе инвариантен.

Общий наибольший делитель групп Qt и Q- обозначим П/,л и за­
пишем:

Q„).

Очевидно, общий наибольший делитель трех ^-силовских подгрупп 
Qt, Qj, Qk группы Г может быть представлен в одном из следующих 
видов:

8 = (Пщ, ПІ>А) = (П;,j, Пм) = (Пм, Пм).

Первое равенство показывает, что 8 есть пересечение подгрупп, 
инвариантных в Qit и потому 8 инвариантна в Qi; второе равенство 
показывает, что 8 есть пересечение нормальных делителей Qj, и по­
тому инвариантна в Qf, наконец, третье дает, что 3 есть пересечение 
нормальных делителей Qk, и потому инвариантна в Qk-
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Аналогично покажем, что если 8 есть общий наибольший делитель» 
нескольких <?-силовских подгрупп группы Г, 8 есть инвариантный дели­
тель каждой из этих подгрупп.

Пусть теперь
Qi, Q2, • • •, Qr (2)

есть максимальная система (в смысле числа г) ^-силовских подгрупп Г, 
имеющих общий наибольший делитель, больший единицы, и пусть- 
8 — этот делитель. Очевидно, 3 есть нормальный делитель общего 
наименьшего кратного групп (2), т. е. группы М = {Q1; Q2,..., Qr}; в 
этом непосредственно убедимся, если преобразуем 3 любым элементом 
из М и вспомним при этом, что этот любой элемент М есть комбина­
ция элементов групп (2), в которых 3 инвариантна.

Докажем сперва, что при Г имеет нормальный делитель
порядка q‘, где ^>0.

Если М = Г, то 8 порядка q{ есть нормальный делитель Г. Поло­
жим М cz Г. Пусть Т (любой элемент группы Г) переводит М в М' 
и систему (2) в систему

Qp Q2,. • •, Qr- (3)

Покажем, что группы М и М’ совпадают. Предположим, что груп­
па Qx не встречается в ряде (3), который состоит из различных групп, 
потому что Qi = T^QiT. Общий наибольший делитель групп Ай и М' 
содержит общие наибольшие делители группы Qj с каждой группой 
системы (3). Пусть П есть общий наибольший делитель порядка q^ 
групп Qx и Q(. Предположение, что П есть общий наибольший делитель 
группы Qx с каждой группой ряда(З), противоречит выбору числа г. Зна­
чит, в ряде (3) найдется группа, например Qj, общий наибольший де­
литель которой с Qx (группа порядка q"^1) не совпадает с П. Обозначим 
его К- П и К содержатся в общем наибольшем делителе групп 7И 
и М’, и там же, значит, содержится П/С = Qv

Взяв вместо группы Qx любую группу системы (2), мы обнаружим, 
что группы М и М' совпадают, но тогда М инвариантна в Г и содер­
жит поэтому все ^-силовские подгруппы группы Г, а значит, 8 есть 
пересечение всех ^-силовских подгрупп группы Г, и потому нормаль­
ный делитель Г.

Мы доказали, что если q>y~a, группа Г порядка aq^, если ₽> 1, 
имеет нормальный делитель порядка q‘, й>0.

Если — этот нормальный делитель, то группа Г / порядка 
(q>Va) снова имеет ^-группу (т. е. группу, порядок которой есть 

степень q) в качестве своего инвариантного делителя. Таким образом 
убедимся, что Г в качестве своего инвариантного делителя содержит 
или группу порядка q^1 или группу порядка q^.

Заметим, что если q>a, то инвариантность ^-силовксой подгруппы 
группы Г следует из того, что порядок общего наибольшего делителя 
любых двух ^-силовских подгрупп группы Г есть q^, что видно иа- 
неравенства q^^q^a.
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