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ПАРАБОЛИЧЕСКОГО УРАВНЕНИЯ ДВИЖЕНИЯ ЖИДКОСТЕЙ 

И ГАЗОВ В ПОРИСТОЙ СРЕДЕ

(Представлено академиком С. А. Христиановичем 4 XII 1950)

В теории движения жидкостей и газов в пористой среде имеет 
значение решение следующей задачи:

Найти решение z — р(х, у, t) уравнения

I — а2 /1-3\ (1 \
дх* дў ді ' >

в области х2 + у2 > удовлетворяющее следующим 
условиям:

Р (х, у, 0) = Ро, (2)
г

г___ dt=-Q, (3)
J or \ r^^y^r,

где Q и Т—заданные числа. ______
Будем предполагать, что р (х, у, t) есть функция от г^]Гх2Уу2 

и t. Уравнение (1) примет вид

‘О

с условиями
Р (г, 0) = Ро, (2')

^41 dt — — Q. (З')
J or r=rt 

0

Аналогично тому, как это делала П. Я- Полубаринова-Кочина (4), 
введем новые переменные положения

= {5)

Уравнение (4) примет вид

Арр"1 + 4р’ 2$ + М>Р' + а2р' = 0. (6)
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Найдем решение этого уравнения при следующих условиях:

Итр(5)=Р0, (7)5->оо
~ /Т «ТХ». (8)

Из условия (7) следует условие (2); выполнение условия (8) 
даст возможность удовлетворить условию (3) при соответствующем 
выборе Q*.

Перепишем уравнение (6):

4 + ZM +41 = 0.
Р р '5 Ьр

Интегрируя, получим

ta(W3=-4p+, 

или 
г 5 -I 

= (9)

Из условия (8) определяем

C = -r0Q’.
Следовательно,

рр-=_Q*r * expl(10) 

u с. J
Интегрируя еще раз и принимая во внимание условие (7), получим

Таким образом, решение дифференциального уравнения (6) при 
условиях (7) и (8) (если оно существует) удовлетворяет уравнению (11), 
если решение этого уравнения существует.

Чтобы доказать, что решение уравнения (6) существует, рассмот­
рим сначала решение этого уравнения при следующих условиях:

р(&) = Р0, (12)

pp^.^-Q^T. (13)

Аналогично (9) можем написать
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Из условия (14) следует

—-у.’или (16)
Рассмотрим решение уравнения (6) при условиях (12) и (16). Реше­

ние этой задачи существует при любом С и Ро 0 в области 
Это решение удовлетворяет интегральному уравнению (15).

Подберем далее С так, чтобы выполнялось условие (13). На осно­
вании (14) получаем

5.
с I й2 С ехр _-т) — , 

о J
откуда находим

Г Ч 1
. С = Q'r0 exp -J- J .

Подставляя в (15), получаем

Г €. 5 Г Ч о2

Л-_пГ exo ^1ехп 1171
2 4 П>ехр 4 j J £ exP 4 ) p “4+ 2 • U')

L ь J ь L ь J

Решение интегрального уравнения (17) является решением урав­
нения (6) при условиях (12) и (13).

Существование решения интегрального уравнения (17) доказывает­
ся методом последовательных приближений.

Далее рассматривается последовательность

Рьг Рь, •••> Ръп, • • • > (18)

где ръ есть решение уравнения (17), в котором положено b — bn.
Доказывается, что эта последовательность сходится при 

что полученная предельная функция ограничена и удовлетворяет 
дифференциальному уравнению (6) и условиям (7) и (8).

Определенная функция p{^=p(rl ]/Q) удовлетворяет условию (2'). 
Далее доказывается, что при соответствующем выборе Q* Р(г[\Н) 
будет удовлетворять и условию (З’).

Отметим одно важное для приложений обстоятельство.
Всякое решение уравнения (11) таково, что

т

Проведенные подсчеты показывают, что практически

т
dt^^T, 

о г г‘
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т. е.
Q'T^Q.

Далее устанавливается приближенный метод решения уравне­
ния (11).

Поступило
17 XI 1950
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