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Плоское двумерное нестационарное течение не­
сжимаемой вязкой жидкости определяется полными 
уравнениями движений, неразрывности и энергии:
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Реологическое уравнение состояния вязкоупру­
гой жидкости Максвелла - Олдройда возьмем в 
форме записи:
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Оператор дифференцирования (1) при m = О 
есть субстанциональная производная по времени, 
d / dt = d l d t  + u kd/dxfr', при от = 1,/ = 0 - конвек­
тивная производная Яуманна; при т = \, / = ±1 - 
две производные Олдройда. Для описания теплопе- 
реноса применяем релаксационную модель мак­
свелловского типа:

d4> , dT 
< 7 , + Y l — =  - А — , / =  1, 2 .  

dt dx,

Рассмотрим неизотермическое течение вида:

U| =-b ( t ) \  и 2 =и(дг, / ) ;  p = p(x , t ) ;  р  = const;

T,j / Р  = <Уи =<?,j(x,t); r l2 = г 2, ; /,y = 1,2 ;

T = T(x, t ) \  с/, = q(x, t) \  <7 2 = 0.

Данный класс решений для уравнений изо­
термического движения ньютоновской жидкости 
был указан в [1] без гидродинамической интерпре­
тации. В работах [2—4] этот подход развивается и 
обобщается на случай неизотермического течения 
реологически сложных жидкостей.

Аналитическое построение начинаем с того, что 
для скорости и вязких напряжений принимаем сле­
дующие зависимости:

и = т/(Л, т) + и 0 , Uq = const;

b = b0 +bfх;  b0,bt - c o n s t ;

а  у = т Sjj (A, x ) ; yk ~ 1; у  s  const;

h = x  + b0f ,  x = exp ( - k t ) .

Из двух уравнений движения вычисляем

р - Po(i ) = xPn > п = s n  ~ b\z ;

sn = a \ X - R ( z ) ;  R(z) = f (z)- ,

a ,= c o n s t ;  z = kh -b \X .

Здесь р 0(т) - произвольная функция. Нормальные 
напряжения представляются в форме

5„ = ^ 11(r)  + m ( l - / ) / [ - r /?  + ( r 2a ,/2 )] ;  

л-22 = Агг (*) + rn{ 1 + l ) f [rR ~(т2а , 1 2)],

где А\ [ (z), Л22 (г) - произвольные функции.
Теплофизические параметры жидкой среды 

берем в виде
I

v = р / p  = v0(T0 - T ) l \dp! dT <0;
\_ l  

Я = Я0 +А, (7’0 - т у -  ср =с°р + с'р (Т0 -ТУ--

v0,A.° ,А} ,с°р , с ]р , р , Т 0 -  const', Т0 > T(x,t).
Температура и тепловой поток определяются зави­
симостями:

Т =  Tq - t 2 0 ( z )  ; q = x2g(z)  + xi  x ( z ) .

Тогда из реологического уравнения состоя­
ния, которое служит отысканию касательного на­
пряжения ^ |2 , выводим:

I
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= a, = const;
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Если cj| * 0 , то должно быть / ( z )  * 0 .
Диссипативная функция дается выражением

Ф = Т |2 ^  = x2kpf(z)[a\ t  -  R(z)] .
дх

Объемный источник энергии рассматриваем как 
суперпозицию двух источников:

Я{У  = P*i(7o -  Т ) " х 2~2п ■ q™  = рк2(Т0 -  Т)т т 3"2т ; 

k lyk 2, n , m  -co n st .

Источник энергии qv (T, т), зависящий явно 
от времени, естественно назвать реономным; источ­
ник qu(T) ,  не зависящий явно от времени, -  скле­
рономным.

Нетрудно видеть, что линия z w = const явля­
ется образом подвижной непроницаемой стенки 
(контактной границы):

x w(t) = - b 0t + yb] ехр{ - t / y )  + yzw .

Скорость перемещения стенки равна про­
дольной (вдоль оси ОХ) компоненте скорости жид­
кости:

uw s  dxw / dt -  - b 0 -  6, exp(-r / у ) .

Положим для определенности 60 < 0 . В на­
чальном и в установившемся состояниях скорость 
стенки равна: uH,(0) = -b0 - b \ ; uw(t -+ со) = -Ь0 > 0 . 

Если (-Ь())> Ь\,  то и№(0 )> 0 , т.е стенка движется 
только в одном направлении, вправо вдоль ОХ; 
жидкость находится слева от стенки, ,v е (—ж, x w ]. 

Если (- b 0) < b i , то скорость uw(t) изменяет знак: 

при /е [0 ,/* ]  стенка движется влево; при t = t . 

происходит остановка, и ,,,(/.) = 0 ,

-/* / у = 1п(-Л0 / Ь\) < 0 ■

при t > it стенка движется вправо, ее скорость уве­
личивается, стремясь к предельному значению 
(~Ь0) . В этом варианте жидкость также находится 

слева от стенки, .г е  ( -о о , x w] . Таким образом, аргу­
мент z можем считать лагранжевой координатой, 
являющейся образом частицы жидкости.

Реономные источники энергии релаксируют 
следующим образом вдоль изотермы Tt = const:

^ о }~ е х р ( - / /у ( |)) ;  у (|) = — >0 ;  п < 1;
2 - 2 п

q ^  ~ ехр(-Г / у(2)) ;  у (2* = — -—  > 0 ; m <312.
3 - 2  m

Если /7 — 1 и w = 3 / 2 ,  то источники энергии -  
склерономные. Как в реономном, так и в склеро­
номном случаях вдоль линии частицы жидкости

z, = const имеем: ^ ~ е х р ( - 2 / /у ) ;  q (2  ̂~ е х р ( -3 //у ) .

Таким образом, источник q ^ \ z i?x) релаксирует

быстрее, чем q ^ \ z t , х).
Система дифференциальных уравнений для 

функций 9(z), R(z) выглядит так:

RR = ^ - Q n - / оё - 2 с ° 0  ;

-  1 —  к -  
а , /? — / ,0 20 — - 0  202 + _ L e »» _ 2с ' 02 = 0 ;

1 1 2 к р 

/0 =>.° /[р(У -  2у | )]; /, =А.' /[р(у — Зу j )].

Подробно рассмотрен случай О] = 0 , когда эти 
уравнения разделяются.

Гидродинамическая интерпретация данного 
класса решений позволила изучить: релаксационные 
связи между трением и полем скоростей, контргра­
диентный теплоперенос, а также знакопеременный 
характер диссипативной функции.
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