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1. Пусть конечная область П в пространстве переменных хь х2, х3 
имеет кусочно-гладкую границу Г, состоящую из трех частей Гь Г2, Г3. 
Смешанная задача теории упругости состоит в отыскании в области 
О вектора смещений и, удовлетворяющего уравнению

р. Au + (р. 4-X) grad div u + f = 0 (1)

и краевым условиям
U|r,= 0, (2)

ия|Г1 = 0, ^|г> = 0, (3)
t|r,= 0, ’ (4)

где ип — нормальная составляющая вектора смещений, t — вектор на­
пряжений, действующих на поверхность Г, tx —касательная составляю­
щая вектора t, f —- вектор объемных сил.

Обозначим через D класс векторных функций и (мх, и2, «3)> имеющих 
в П непрерывные производные первого порядка и таких, что

Обозначим через Dr класс функций u € D, непрерывных на и 
удовлетворяющих условию (2). Введем в норму следующим обра­
зом:

11 и || = /Я(и) + Р(и) (5)
о

и обозначим через Dr замыкание пространства
Согласно (х), для решения смешанной задачи вариационным методом о

достаточно установить, что для всех u € имеют место неравен­
ства

/7(u)<aD(u), (6)
O(u)<₽S(u), (7)

где а>0 и — постоянные и

Г 3 1
S(U)=J 2 Sik=2

Q I, k=l

dui 2й!
+ dXi
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Неравенство (6) известно (2). В настоящей работе доказывается 
неравенство (7). Докажем, что (7) выполняется для всех и СД и 
удовлетворяющих уравнению

Ли + grad div и = 0. (8)

Тогда, рассуждая, как и в (3), получим, что (7) имеет место и в 
общем случае.

Предположим, что (7) не имеет места. Тогда существует такая 
о

последовательность функций um (rzmb ит2, итз) из Db удовлетворяющих 
уравнению (8), что

lim S (um) = 0, (9)
т—>оо

£>(um)=l. (10).
Из (6)

2/(um)<a. (11)

В работе (3) доказано, что для всякой функции и, удовлетворяющей, 
уравнению (8), имеет место неравенство

р 3 / \ 2 г» з
<12> 

а,?,Ы' 7 аа/=1

где область содержится вместе с границей в £22, а £22 в £2, и по­
стоянная у зависит лишь от и £22. Из (10) и (12) вытекает 

где £20 — любая внутренняя подобласть области £2 и постоянная с 
зависит лишь от £20 и I. Из (И) и (13) следует, согласно (4), что из 
последовательности um можно выделить подпоследовательность 
umo, равномерно сходящуюся во всякой области £20 cz £2 к некоторой 
функции и так, что и производные любого порядка от и„,а будут схо­
диться в том же смысле к соответствующим производным от и. 
Перенумеруем по порядку все функции выделенной подпоследова­
тельности, а все остальные um исключим из рассмотрения. Из (9). 
получим, что в £2 

ди, диь
~ = °, 4 А = 1,2,3. (14)dxk oXj ’ v '

о
Из (10), (14) и того, что ит О Db следует, как нетрудно показать, 

что в £2 и = 0. Отсюда вытекает, что при т-^оо Dq„ (um) -»0. Далее 
доказывается, что при т-^оо Dq(uot)-»0, где Qнекоторая погра­
ничная полоса области £2. При доказательстве используется следую­
щее тождество из работы (3), справедливое для всех и, удовлетво­
ряющих уравнению (8):

2 Ыг ~ + 2 ^7 (su sik - 2su sjk “ rtk + sik ] = °’

i, *=i J * J

; 1 О n 1 < dui dUk \где J = 1, 2, 3, J.
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Окончательно получим, что при т-><х> D (иот) ->0, что противоре­
чит равенству (10).

2. Пусть теперь Г состоит из двух частей Г2 и Г3. Рассмотрим 
задачу об отыскании решения уравнения (1) при краевых условиях 
(3) и (4).

Обозначим через D2 класс функций и, принадлежащих D, непре- 
о

рывных на Г2 и удовлетворяющих условию и„|г = 0, а через D2 обо­
значим замыкание пространства Ь2 по норме (5).

Для решения поставленной задачи доказывается, что, если исклю­
чить некоторые частные виды поверхности Г2, указанные ниже, для 
всякой функции u € D2 имеют место неравенства (6) и (7).

В случае, когда Г2 является частью цилиндрической поверхности, 
образующую которой будем считать параллельной координатной оси 
ОХЬ но не является плоскостью, неравенство (6) справедливо при 
дополнительном условии

= 0.
а

В случае, когда Г2 — плоскость, которую будем считать параллель­
ной осям ОХг и ОХ2, неравенство (6) имеет место при дополнительном 
условии

u^dQ = u2d£l = 0 . 
а а

Назовем поверхность Г2 винтовой поверхностью с осью ОХ3, если 
ее параметрические уравнения имеют вид:

= ? (^i) cos 72, х2 = <р (^)sin t2, х3 = at2 + ф (7J,

где а — постоянная. Если а = 0, то Г2 — поверхность вращения; если, 
кроме того, ф (^) — постоянная, то Г2 — плоскость.

В случае, когда Г2 является частью винтовой поверхности (но не 
сферы), ось которой будем считать параллельной ОХ3, неравенство 
(7) имеет место при дополнительном условии

j r12dO, — 0. 
а

Если Г2 — часть сферы, то неравенство (7) имеет место при усло­
вии *

* В этом случае нет необходимости требовать, чтобы и £ О2; достаточно, чтобы 
и g D.

^rikdQ = 0, i,k = 1,2,3. (15)
а

Заметим, что для единственности поставленной задачи в перечис­
ленных частных случаях решение следует подчинить тем же допол­
нительным условиям, поэтому и в этих случаях неравенства (6) и (7) 
решают задачу. Оба неравенства доказываются как в основном случае, 
так и в особых случаях аналогично предыдущему.

о
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Замечание. Случай, когда Г3 совпадает с Г, рассмотрен в ра­
боте (3), где доказано неравенство (7) при условии (15). Доказательство, 
данное в этой работе, можно упростить, если воспользоваться рас­
суждениями, приведенными выше.
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