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1. На плоскости комплексного переменного z будем рассматривать 
замкнутое множество К, дополнение которого представляет из себя 
односвязную область G, содержащую бесконечно удаленную точку. 
Пусть на К задана функция /(z). Если f(z) непрерывна на К, то 
среди полиномов степени п существует один такой рп (z), что 
•max |/(z) — рп (z) I будет наименьшим по сравнению с другими поли-

номами той же степени. Обозначим max \f(z) — рп (z) | = £п (f; К]- 
z^K

Монотонно убывающая последовательность чисел

К), К),..., К),...

характеризует весьма многие аналитические свойства /(z).
Для выяснения этого отобразим конформно область G на область, 

внешнюю к кругу с центром в точке t = 0 на плоскости t. Отобра­
жающую функцию t = ф (z) нормируем условиями ф (оо) — <х>, ф' (оо) = 1; 
радиус г круга, полученного при этом отображении, называется внеш­
ним конформным радиусом К. Если на плоскости t взять окружность, 
концентрическую рассмотренной, с радиусом $>г, то на плоскости z 
ей будет соответствовать замкнутая аналитическая кривая Cf.

Если взять главную часть [ф (z)]" в окрестности бесконечно уда­
ленной точки, то получится полином Pn(z) степени п с коэффициен­
том при z", равным единице. Это полином Фабера для множества К.

Как известно (1), эти полиномы обладают тем свойством, что вся­
кую функцию /(z), аналитическую на К (т. е. внутри некоторого Ср),

СО

можно разложить единственным образом в ряд /(z) = У апРп (z), схо- 
/1=0

дящийся абсолютно и равномерно на К-
Известна (2) следующая теорема Бернштейна, сформулированная 

в несколько измененном виде:
Теорема. Для того чтобы непрерывная на К функция f (z) 

была аналитической в области, ограниченной кривой Сц(Р^>г), 
необходимо и достаточно, чтобы

п
Шп
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Оказывается, что поведение К) можно уточнить, если из­
вестен характер особых точек /(z), расположенных на CR.

Для этой цели докажем теорему.
Теорема 1. Если функция f(z) является аналитической на К, 

то имеют место неравенства

\an+x\rn+ <̂§n(f- КХ А 2 ХХ,
*=л+1

(1)

где А — постоянная величина, зависящая только от К, ак — коэф­
фициенты разложения функции f(z) в ряд по полиномам Фабера. 

Известно (Д что для полиномов Фабера имеет место оценка 
max | Рп (г) | < Агп. Отсюда следует, что

П ОО

М; ^<max f(.z)—'^iakPk(z) ^А 2
z^K *=n *=«+1

С другой стороны, рассматривая функцию F(z) =f(z) — pn (z), 
oo

имеем F(z) = ^\bkPk(z), гцеЬк = ак при k^n bk = ~ \ dt

В частности, (§n (f; KX an+l | rn+’, ч. и т. д.
2. Применим доказанную теорему для уточнения поведения <§n(f;.K).
Теорема 2. Если функция f(z) имеет на CR только полюсы, 

наивысший из порядков которых равен q, то существуют две та­
кие постоянные А и В, что

Ап^ < £п (f; К) < Вп^

Рассмотрим доказательство теоремы для случая одного полюса 
1-го порядкд. По условию теоремы функция /[?(£)] будет аналити­
ческой в кольце r<Z\t\<ZR и на окружности |£| = /? будет иметь 
только один полюс 1-го порядка. Разлагая эту функцию в ряд Лорана, 
заметим, что ап будет коэффициентом при tn в этом разложении (ц^О)

ОО 00
2 ^" + 2>- й

п=0 л=1 1

Ряд 2 a*tn является функцией, аналитической в области |t1 < R, 
n=f)

и на окружности круга сходимости будет иметь только один полюс 
1-го порядка. Представляя этот ряд в виде

/1=0 п=0

имеем
= СИ" (1 + а„), 

где ап-»0 при п-»оо.
Применяя теперь теорему 1, получим доказательство теоремы 2 

в рассматриваемом случае.
Аналогично получим теорему для логарифмических особых точек.

174



Теорема 3. Если, функция f(z) имеет на CR только логариф­
мические особые точки, то существуют две такие постоянные А 
и В, что

п
3. Из теоремы Бернштейна следует, что если lim К(оп(/; К) = 0>

П-.>ОО
то функция f(z) целая. В этом случае поведение ^п(/; К) может 
быть связано с порядком и типом этой целой функции. Для этой цели 
может быть использована теорема 1 и равенство (2).

ОО
Для рассматриваемого случая ряд 2 будет представлять це-

п=0
лую функцию. Убедимся, что ее порядок и тип совпадают с порядком 
и типом /(z). Для этого необходимо доказать, что в определении 
порядка и типа вместо М (р) = max |/(z)| можно взять (р) = max |/(z) |.

|г|=₽ г£Ср

Замечая, что и аналитические функции в окрестности бес­
конечно удаленной точки и равны там единице, и используя принцип 
максимума модуля, заключаем, что существувуют такие А и В, что

А|ф(г)|<И<В|ф(г)| 
или

Лр<|г|<Вр для z€Cp.
При р->оо А-+1 и В-»1. Это доказывает утверждение.
Применяя теперь подсчет по теореме 1, можно доказать следую­

щие теоремы.
Теорема 4. Если f (z) — целая функция порядка р и типа с, 

то на любом замкнутом множестве К с односвязным дополнением 
и внешним конформным радиусом г £п (f; К) удовлетворяет условию

п 
lim ф'р К) = г (еорУР.

П—>со

Теорема 5. Если на замкнутом множестве К с односвязным 
дополнением и внешним конформным радиусом г ^n(f> К) удов­
летворяет условию

п_ 
limn’/P V&Vf- К) = г{еар^р,

П-»оо

то f(z) целая функция порядка р и типа о. 
п______

Теорема 6. Если Ит^<§л(/; К) = 0, то f(z) целая функция и
, П—>ео

ее порядок и тип могут быть определены по формулам

р = lim
П-»со

П ІП П 
- —

Sn (/; К)

п __ ____
lim nV§Pn(f- К)

П >ео
гРер
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