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МАТЕМАТИКА

Н. А. ЛЕБЕДЕВ

МЕТОД ВАРИАЦИЙ В КОНФОРМНОМ ОТОБРАЖЕНИИ
(Представлено академиком В. И. Смирновым 1 XI 1950)Пусть S — класс функций /(z) = z + C2z2 Ч-, регулярных и одно­листных в круге |z|<l; Si{l = 1, 2,...) — класс функций fi(z) =

wf^S; 5 I I C„mI) — класс v=>0 ooфункций f(z) = ^c,z^S, имеющих коэффициенты Сп? С„2,..., СПт, v=lпо модулю соответственно (равные числам | |, | С„2 |,..., | С°т Іл1(..., > 2); S'— класс функций w =/(z)€S, отображающихкруг | z | < 1 на всю плоскость w с конечным числом разрезов по аналитическим кривым. Соответственно определяются классы s;(/=l,2,...) и S'(|Cni|,...,|C„m|).Символ {<р(5)}„ употребляется для обозначения коэффициента при z" в разложении регулярной функции ^(z) в ряд Маклорена.В доказательствах используется вариационный метод, разработан­ный Г. М. Голузиным (’), и параметрическое представление функций 
fi^z^Si, которое дает следующая лемма.Лемма. Для каждой функции /z(z)€S;(/= 1, 2,...) можно по­
ставить в соответствие комплексную функцию k(t) = eie^ (Щ£)| = 1),. 
непрерывную в 0^i<oo за исключением конечного числа точек 
разрыва первого рода, такую, что функция фДг) может быть пред­
ставлена в виде fi(z) = Um^f^z, t), где функция fi(z, t) является 
в 0<^<оо решением дифференциального уравнения
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удовлетворяющим начальному условию fi\t^ = z. Кроме того, 
\fi(z, t)\ <1 в круге |z|< 1 при любом Л0<£<оо ((2), стр. 38—42).В дальнейшем полагаем, что для каждой функции f(z)£Si построены согласно лемме функции f(z, t) и k (t).Методом вариаций доказывается теорема 1.Теорема 1. Среди функций класса Si максимум для П—12 

v=0
при некотором заданном п^Ч и заданных комплексных 
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Y (v = О, 1, • • •, л ~ 1), rn-i ¥= О достигается для некоторой функции

= ^Ch+]Zh+' f St, удовлетворяющей при любом 0<£<оо, 
следующим соотношениям-.Re^yT J \ 0, (2)

RT (3)Im P'3 т, !/;(?> 4^-! )=o (и, стр. 49), (4)\ v=0 I J,^/
где a — некоторое вещественное число и k, — любое комплексное 
число такое, что Кроме того, функция ft(z) удовлетво­
ряет при любом t, 0<С°°> дифференциальному уравнению

\fiW / 2j -
fL <^+1 i

Ш-к®1 |„+1
filWMiM1.

f'i& i^z, ty-f^ty)
I -eWt Шж JZv+l +

+ j УугуЛугуЛ j \ (5)
Функция 6 (^) имеет конечные производные всех порядков при 

всех t, 0<Ф<оо, за исключением, быть может, конечного числа 
точек t = tr (г = 1, 2,..., т) и удовлетворяет дифференциальному 
уравнению вида Ф (0\ 6",..., 9(2л~3))=0, (6)
где Ф (%р xv ..., х2п_у есть некоторая рациональная функция своих 
аргументов с постоянными коэффициентами.Уравнение (5) при / = 0 и /=1 обращается в уравнение, впервые полученное Г. М. Голузиным ((2), стр. 49).Теорема 2. Если класс S (| СПі |,..., | СПт |) не пустой, то среди 
функций этого класса максимум для І СПо | с фиксированным п0 2, 
отличным от nv п2,пт, достигается для некоторой

функции f(z)— уС,г’€5'(|СЛ1|,..., |СИт()> удовлетворяющей при
М —1

любом t, 0 t <; оо, следующим равенствам:
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* Здесь и в дальнейшем под /) (5,/) понимается производная от по 5.
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где Л, — постоянные вещественные числа, одновременно не равные 
нулю, и <pv = arg C„u. В случае, если > О, то при любом комплексном 
числе k, таком, что | £, | -С 1, и при любом t, О t С оо, имеет место 
неравенство2 Re v=0 /(5,0 l + >

/'(5.0 l-*./(5,0W (9)
Кроме того, функция f(z) удовлетворяет в круге ^z|<l при 

любом t, 0 t < ©о, дифференциальному уравнению
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При этом правая часть уравнения при z таких, что | f (z, t)\ = 1, 
неотрицательна, если Х0>0.Уравнение (10) при ^ = 0 обращается в уравнение, впервые полу­ченное Г. М. Голузиным (3).
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