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Будем предполагать, что граничная поверхность S упругого тела 
такова, что существуют функции Грина Г = G + иN =Н+ ^-проб­
лем Дирихле и Неймана (R = pq). Вектор нормали п (s) направим вне 
Q (Q внутри S или вне S).

Лемма. Вектор деформации удовлетворяет следующему урав­
нению:

u^ = ^SY{p'rmr}dr+^^ (*)
Q Q S

В самом деле, заменим с помощью уравнения равновесия в формуле

и(р) = —~[ rv2 и dr— ~ u—ds 
' ’ 4к J 4я J дп.

Q S
величину

v2u = --f-^t±ve, e = divu. 
у У

Теорема 1. Вектор деформации первой задачи (когда задано 
смещение u J удовлетворяет следующему интегральному уравнению:

где

и (р) =и. + х } в (р, q) и (q) dq, 
Q

Р + и)2
Х3= 16тг2ц(* + 2ц) ’

(1)

В (р, q) = $ Г (р, г) ({W-V?} - {Vr X V9}) (Уг V?) G (г, q) dr, 

Q

П'=^Г(Р’ І\^^Tds + 5 Г^- Н W
Q S , Q
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t. = Vr (div' $г (г’ q^dq~v‘div' ds -

Доказательство. Объемное расширение, как было показано (1) 
удовлетворяет интегральному уравнению

4> (X + 2 р) 9 (г) = / (г) — (X + р) 9 (^) (Vr VJ О (г, q) dq.
Q

Следовательно,
4тг(Х+ 2 р) 9 (г) = / (г) — (X + р) ^(п, и.) ^r^s)Gds +

s
+ (X + p)$(uV?(V,V?)GW

Q

Отсюда находим
V, 9 = (г) + J А ^r’ u dq’

Q

А = ({V, • V9} - {Vr X V9}) (V, V9) G (r, q).

Заменяя в уравнении (* ) VrQ, получаем уравнение (1).
Теорема 2. Вектор деформации второй задачи (когда заданы 

силы dn и) удовлетворяет следующему интегральному уравнению:

и (Р) = и., + х S (р, s) и (s) ds + х D (р, q) и (?) dq, (2) 
5 О

где
и» = J Г (Р’ ^idP + $ Г (р, г) Я. (г) dr,

Q ‘ Q

1 / С с \
= 4к(х+2а) diVr J N 4)idQ + diVr N (г, s) dn и ds .

q s /

Тензоры S и D имеют следующую структуру.

Г Г1 ° °’
S(P,s) = )r(Ar)(X0Z + p0S)rfr-0 1 0.

Q [О 0 1

zt=-(|n)Vr(VrV5)//(r, s),

ЕІ^ ([|n] V.) [Vr V.] H + [[|n] [Vr [W Vs]]] H,

D(.P,q)=\v (p, r) (Xo A + p0 M) dr,
Q
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Л? - (£vr) V9(VrVJ/y + [I vj v?) H^

M^ = —(tvr) [v9 [V,vg]] H — [f[vr [V, [V, V9]]]] H,

где ^=^-

удовлетворяют следу^щ^уравнен!^ P ВИХрЬ ВТ°роЙ заДачи

4ТС(Х + 2Й)0(г) = а(г)-Х^г(Гі q^dq-A^dq, 
Q Q

s = (Vr V9) H, e = [Vr v9] H.
Следовательно,

4 к (X + 2 p.) 0 (r) — »(r) — X e (n, u) ds — Gn[ u, e]) ds +

+ X (uV9 e) dq — p. 5 (u rot9 e) dq. 
Q Q

Отсюда находим

V,0(r) 1 [ С Г4^X+27) j V, •& — X (n, u) Vr e ds — p. \
1 s 

(([n, u]Vr)e +

+ [[n, u] rotr e]) ds + X J ((uVr) V9 г + [u rot, V9 e]) dq
Q

— p ((uVr) rot9 e + [u rot, rot9 e]) dq I . 
Q J

Выполнив замену в уравнении ( * ), получим уравнение (2).
Интересно отметить, что х, Xq, [л0 выражаются только через коэф­

фициент Пуассона а:

х— 32тс2(1 — 2а)(1 — а)’ Х° 2(Т’ ^0 — ! 2<т. (3)

Модуль Юнга входит в и. и и...
Для металлов параметры построенных уравнений имеют следующие 

начения (см. табл. 1).

Таблица 1

Металлы а X К

Сталь . . . 0,310 0,011 0,620 0,380
Константан . . 0,325 0,013 0,650 0,350
Латунь .... 0,327 0,013 0,654 0,346
Алюминий . . 0,339 0,014 0,678 0,322
Бронза .... 0,358 0,016 0,716 0,284
Серебро . . . 0,379 0,020 0,758 0,242
Золото .... 0,422 0,033 0,844 0,156
Свинец .... 0,446 0,050 0,892 0,108

785



Вектор деформации первой задачи с точностью до х2 имеет величину

u(p)^u,+ *}В.(р, q)u,dq.
Q

(4)

Для получения приближенной формулы, определяющий с той же 
точностью вектор деформации второй задачи

U (р) Vo + ZVp (5)

необходимо предварительно определить v0 и Vj из следующих интег­
ральных уравнений:

vc(p) =4..-^- }-^Tvods,
s

vi(P) = v.—. 4tc j dn 1

V. = Vo ds Г (p, r) (Xo Z + Ио E) dr + D (p, q) v0 dq.
S Q Q

Интегральное слагаемое—уравнений (6) возникает и 
5

в других задачах механики сплошной среды.
Покажем, что интегральное слагаемое указанного типа имеет зна­

чение и для гидродинамики идеальной жидкости.
Рассмотрим область Q + S, занятую баротропной жидкостью, дви­

жущейся под действием потенциальных массовых сил F = Vo U.
1 С дРУдельная энергия т = у V2 + \ —-U удовлетворяет в области 

Q + S следующему интегро-дифференциальному уравнению:

^~^^.^dq-^(S}d-L-dS. (7)
Q S

В самом деле, заменим в формуле

r(p) = - J- ( ry^dq — т ~ ds
7 4тс J 7 v 4тг .) дп 

Q S

величину = di[v£2], выполним преобразование Г div? [vQ] = 
— div9 Г [vQ] — (V?F[v£l[), проинтегрируем первое слагаемое по тео­
реме Остроградского — Гаусса, а затем заменим из уравнения движе­
ния жидкости [vQ] = Уд Т.

Если S не есть граница, а является какой-либо замкнутой непо­
движной поверхностью внутри жидкости, то функция Г может и не 
удовлетворять граничному условию Г = 0 на S, так как в этом случае 
[n[vQ])-^ = 0.
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