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О ПРОБЛЕМЕ РАЗРЕШИМОСТИ ДЛЯ ИСЧИСЛЕНИЯ ЗАДАЧ

(Представлено академиком А. Н. Колмогоровым 25 X 1950)

1. В настоящей заметке дается новое решение проблемы разрешимо­
сти для некоторых исчислений логики предложений, не содержащих 
закона исключенного третьего. Первые исчисления, лишенные этого 
закона, были предложены А. Н. Колмогоровым (4) и В. И. Гливенко 
(3,4). Исчисление Рейтинга (5), опубликованное позднее, эквивалентно 
исчислению Гливенко. Содержательная характеристика формул, дока­
зуемых в исчислениях Гливенко и Гейтинга, была дана Колмогоро­
вым (г), интерпретировавшим последнее исчисление в виде исчисле­
ния задач. Предложенные Генценом (6) или Яськовским (7) алгоритми­
ческие решения вопроса о доказуемости или недоказуемости в 
исчислении Гейтинга решают вопрос чисто теоретически и лишены 
практического смысла в силу громоздкости.

2. Дальнейшее изложение идет в терминах исчисления Гливенко 
(Д-исчисления). Малыми латинскими буквами р, q, г,... обозначаются 
элементарные формулы (э. ф.) A-исчисления. Для обозначения логиче­
ских операций употребляются знаки: 3D (импликация), А (коньюнкция), 
V (дизъюнкция) и 7 (отрицание). Произвольные формулы обознача­
ются жирными латинскими буквами А, В, С, ...; П А; есть сокращен­
ная запись формулы А^-'-АА/; А —В — формулы (А 3D В) А(В 3D А). 
Аксиомы Д-исчисления см. (3,4).

3. Определение 1. Формула А называется регулярной (р. ф.), 
если она имеет вид (порядок посылок не играет роли)

П (В; 3D Рі} Л П ЛА II 7 qt Л П (Гі зэ D;) 3D s, k + I + т + п =/= 0, (1)t=i /=і і=і і=і

где В, есть либо 7 либо Xi 3D yi, a D, — либо Хі, либо 7 х» либо 
Xt V уь либо Xi 3D уі.

Ck — класс регулярных формул, содержащих k посылок вида 
В, 3D pi.

Определение 2. Регулярная формула (1) называется нормаль­
ной (н. р. ф.), если посылки-буквы Ь этой формулы не встречаются 
в ее посылках-импликациях (В; 3D pi и rj 3D D,).

Определение 3. Формулы А и В называются дедуктивн о 
равными (д. р.), если для Д-исчисления доказуемы правила-^- и

-g- обозначает правило, позволяющее перейти от доказанной формулы А к

В, которая в силу этого правила также считается доказанной.



Очевидно, что если А и В д. р., то они либо обе доказуемы,, 
либо обе недоказуемы в /'-исчислении.

4. Теорема 1. Для каждой формулы логики предложений суще­
ствует дедуктивно равная ей регулярная формула.

Доказательство теоремы 1 содержит алгоритм приведения данной 
формулы А к регулярному виду А*. Если s— э. ф., не встречающаяся 
в А, то А д. р. формуле

(А зз s) A (s зз А) зз s. (2)
Если А содержит /г>1 знаков логических операций и является, 
например, формулой вида Fx A F2, то (2) д. р. формуле
(Fx S3 рО А (рх зз F) A (F2 S3 р2) А (р. зз F2) А (рх А р2 S3 s) A (so/hAp,) S3$,

(3)
где рх и р2 — э. ф., не встречающиеся в (2). Аналогично, для А вида 
Fj S3 F2, Fj V F2, 7 Fx. Повторив описанный процесс п — 1 раз, при­
дем к формуле вида 11 (В,- S3 рі) Л П (pt зз В() S3 s, где В, содержит не

І І
более одного знака логической операции. Эта формула нерегулярна 
только в том случае, когда она содержит посылки вида Хі А у, S3 pi, 
Рі^ХіЛуі или Xt V уі S3 р„ которые можно, однако, заменить эквива­
лентными * посылками Хі зз (yi зз р,), (pi id Хі) A (pt зз yfi или (хі зз рі}К 
(уі зз pi) соответственно. Полученная в результате такого преобра­
зования (нормальная) регулярная формула А* д. р. А.

5. Теорема 2. Для каждой регулярной формулы А € С* можно 
построить эквивалентную ей формулу П А„ где каждая Kt — нор­
мальная регулярная формула класса ki k.

При исключении посылок-букв из посылок-импликаций формулы А 
используются формулы

t Л ((t зз х) зз у) — t А (х зз у); 
t А ((х S3t) zoy)^t Ку, 
t К (х Zl t) ~ t;
t К (7 t S3 x) — t-,
t К (t зз x) — t К x;

t A (x зз 7 A 7 X-,
t A (x зз (у/ S) 0) ~ t-,
t К (x S3 (t зз y/)) —-1A (x S3 y);
t K(x tV y) — t;
t A (x зз у V t) — t.

Кроме того, при приведении А к виду 11 А,- используются фор- 
І

мулы
х А (у/ V z) — (х А у/) V (х A z) и * (х Vy/ зз s) — (х зз s) А (у S3 s).

6. Так как для каждой формулы А можно построить д. р. ей регу­
лярную, то проблему разрешимости достаточно решить для р. ф. 
Для решения вопроса о доказуемости или недоказуемости (в /'-ис­
числении) р. ф. А€С* предлагается следующий алгоритм. Построим 
ПА/, эквивалентную А (все А/—- н. р. ф., и Ai^Ckp где ki<^k). Адо- І
казуема тогда и только тогда, когда доказуемы все А/. Если ki = 0, 
то А/ доказуема в /'-исчислении тогда и только тогда, когда она 
доказуема в классической логике предложений, т. е. когда А/ есть 
либо ХіК~/ Xi A F/ зз s, либо s A F/ зз s.

ki
Пусть ki > 0. Тогда А/ имеет вид П (В;/- зз рц ) A F/ зз s, где В/; есть 

3=1
Две формулы А и В называются эквивалентными (экв.), если в /"-исчис­

лении доказуема формула А — В.
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либо 7 Xij, либо XijZDyij- Рассмотрим ki формул

П (Bift zd рІЛ) Л Ff zd В,7, J =1,2,...,^. (4,jj
h=\

Вопрос о доказуемости А,- сводится к вопросу о доказуемости 
формул (4, j) и р. ф., принадлежащих более низкому классу, чем А,.

а) Если существует j такое, что (4, j) доказуема в ^-исчислении,. 
k[

то А/ эквивалентна р. ф. рц/\ II (В;л о pih) Л F; о s класса 
МУ

б) Если ни одна из (4, j) не доказуема, то и А, недоказуема 
в ^-исчислении (напомним, что все А, н. р. ф.).

Вопрос же о доказуемости (4, j) сводится к вопросу о доказуе­
мости р. ф. более низкого класса: если В,7 есть 7 то (4, j) дока­
зуема в A-исчислении тогда и только тогда, когда она доказуема в 
классической логике предложений; если же В,7 есть Xij^yij, то (4,у) 

эквивалентна р. ф. хц A (уц ZD ри) A II (Вгл zd Pin) A F; о уц класса Ck ъ 
h+j

Итак, вопрос о доказуемости в Г-исчислении произвольной фор­
мулы А логики предложений сводится к вопросу о доказуемости 
некоторой р. ф. Проблема разрешимости для р. ф. класса Ck при 
/г>0 сводится к проблеме разрешимости для р. ф. класса Ck-\. 
Вопрос же о доказуемости р. ф. класса Со решается по виду соот­
ветствующей ей конъюнкции н. р. ф.

Ясно, что все изложенные результаты относятся к любому исчис­
лению, эквивалентному A-исчислению, т. е. к любому исчислению 
задач.

7. Примеры.
1) A = (pZDqV s)ZD(pzDq)V (р ZD s).
Приведем А к регулярной форме:

^р ^q)~Гі) А ((р zd s) ~г2) А (гх V r2~ г3) А (р з 9 V s) о r3;

A * = ((p Z) 7) zd ri) A ((p zd s) z> r2) A (rx zd (p zd q)) A (r2 ZD(pD) s)) A

(r3 zd rx V r2) А zd r3) A (r2 zd r3) A (p zd q V s) zd r3; A* €

(4,1) экв. [p A ((p ZD q) zd rj A ((p zd s) о A (a zd (p ZD q)) A

(r2 ZD (p ZD s)) A (r3 zd rx V r2) A

(G =5 G) A (r2 ZD r3) A (p ZD q V s) ZD q].

Приведем (4,1) к конъюнкции н. р. ф.

(4.1) экв. [р A (q zd rj A (s zd r2) A (rx zd q) A (r2 zd s) A

(гз zd rx V r2) A (rx zd r3) A (r2 zd r3) A (q V s) zd q];

экв. {[p A (^ zd rx) A (s zd r2) A (rx zz) 9) A (r2 zd s) A (r3 zd rx V r2) A
(rx zd r3) A (r, ZD r3) A q ZD q] A

[P A (q zd A (s zd r2) A (rx zd 7) A (r2 zd s) A (r8 zd rx V r2) A

(A zd rs) A (r2 ZD r3) A S ZD p]};
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экв. [р A [q zd rx) A (s zd r2) A (rx о ^) A (r2 zd s) A (rs zd rx V r2) A

(rx ZD r8) A (r2 zd r3) A s zd ?];

экв. [p A (q zd rx) A r2 A (rx zd q) Л Dr3)Ar3AsD ?];
экв. [p A(<7 zd rx) A r2 A (rx zd А Гз A s о q].

■0,1) недоказуема в /-исчислении. Аналогично доказывается недока­
зуемость (4,2). Следовательно, А* (вместе с ней и д. р. ей А) недо­
казуема в А-исчислении.

2) А = [((р ZD q) ZD р) ZD р]; А € Cv
(4,1) экв. р^((р zd q) zdр) zd q экв. (р zd q)—недоказуема, следова­

тельно, и А недоказуема в А-исчислении.
3) А= [р А ((р ZDq) zds) ZD (q zds)]; A’ = [p A q A ((p ZDq) ZDs) zds];A* t Cx.
А’ экв. p t\q i\{q zds) экв. p /\q \s zds. А* доказуема в A-исчисле­

нии, следовательно, и А доказуема в этом исчислении.
Поступило 
14 IX 1950
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