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МАТЕМАТИКА.

А. Б, ВАСИЛЬЕВА

О ДИФФЕРЕНЦИРОВАНИЙ РЕШЕНИЙ СИСТЕМ 
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ уравнений, содержащих малый 

ПАРАМЕТР

(Представлено академиком И. Г. Петровским 5 X I860)

Основой для исследования, результаты которого представляют 
содержание настоящего сообщения, послужила работа А. Н. Тихоно­
ва С).

Рассмотри»! систему дифференциальных уравнений

dy,
-dt=fi(t,yk,

dz- W
= ц>0,

решение которой
Уі&У-), z^t,^ (2)

определяется условиями

М=о=У°» ^\(=o = zj.

Здесь и в дальнейшем считаем, что/, £ = 1, 2,..., n; j, I = 1,2,..., т.
Полагая в (1) ц = 0, получаем вырожденную систему

<3')

(3")

Будем изучать поведение функций (2) при р.->0 и их связь с ре­
шениями вырожденной системы (3).

Пусть уравнения (3") удовлетворяются функциями Zj = f?j(t,yk), 
определенными в некоторой области D пространства t, yk. Предполо­
жим, что правые части (1) непрерывны, a <9j(t,yk) имеют ограничен­
ные частные производные по всем переменным. Пусть система функций 

является устойчивым корнем (3") в области DiC. D. Это 
означает существование такого г>0, что

F У» 20 = 2 ~ 9; (t, У к)) У» < 0 (4)
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для любой точки (t, yk,zt), для которой точка при-

/ т
надлежит D» г = |/ S [2; —<s. Пусть, наконец, началь­

ная точка (0, z°) принадтежит области влияния устойчивого корня
определяемой как множество точек (t',yk,zl), для которых

функции Zj (т), удовлетворяющие системе уравнений
dz ■
^=Fj(f,yk,zl) (5')

и условиям 
(5")

стремятся при к значениям J^).
Как показано в (х), при выполнении всех перечисленных требова­

ний имеют место предельные равенства:

lim Уі (t, р.) = уі (t), 0 Д 7';
p. 0

lim Zj(t, p) = <?j(t,yk(t)), 0<^<Г, 
p. —> 0

где у, (t) определяются условиями

yt\t^ = ^- (6)

Величина T такова, что для t^T точка (t, yk (t, p)) не выходит из 
области устойчивости Dv

Работа, результаты которой приводятся ниже, посвящена рассмо­
трению дифференцируемости по параметру р решения (2) системы (1). 
Результаты исследования того же вопроса для случая j = 1 опубли­
кованы в (2).

Выделим в пространстве (t,yk,zi) некоторую ограниченную область, для 
которой и из которой не выходит решение (2) системы (1)
для всех рассматриваемых t.

Относительно правых частей в (1) сделаем следующие допол­
нительные предположения. Пусть функции ft(t,yk, Zi) и Fj(t,yk,zi) 
обладают непрерывными частными производными первого порядка по 
всем аргументам в указанной области. Введем для этих производных 
обозначения

df; df, OF, dF,Л — f., __i-F- __ I = F ,dyk ',к’ dzt ‘I' Jk> d2[ jl •

Будем считать, что определитель матрицы Ц/^гЦ не обращается в 
нуль. Предположим, кроме того, что Fj обладают непрерывными част­
ными производными второго порядка. В этих предположениях усло­
вие устойчивости (4) сводится к условию отрицательной определенности 
квадратичной формы — yk)) (zt — (t, yk^ Fjt, когда r < e и 

j, i
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когда точка (t,yk) принадлежит Dv Если выполняются все перечислен­
ные условия, то будем для краткости называть систему (1) принадле­
жащей к типу Н.

Обозначим дуі/ду. = v)2, dzj/dp. = Относительно поведения (t, р) 
и р) при р->0 поставим тот же вопрос, что и относительно по­
ведения самих функций у, (t, р) и Zj (t, р): существуют ли предельные 
функции 7)/ (t) и (t); какой системой уравнений и какими дополни­
тельными условиями эти предельные функции определяются.

Функции р) и р) удовлетворяют системе линейных урав­
нений с коэффициентами, зависящими от t, yk(t,[L) и Zi(t, р):

= f ik + fu
dC- d2j

= ~ HF

(знаки суммирования no k и l опускаем) и начальным условиям

^|/=о = О, ^ = 0.

Вырожденную систему запишем следующим образом:

~dF = fik ’

— (Іф; —F^ + F^-^&yM

(8')

(8")

черта над характеристикой функции означает, что функция берется 
от аргументов t, yk(t), <ру (t, yk (t)). Система (8") однозначно разрешима, 
относительно так что = т)Д Подставляя ^ = фу в (8'), по­
лучаем систему уравнений

df], — -z
df = f‘k + fu Ф/ (^, (9)

Удается показать, что существуют предельные функции т;; (^) и (f) 
такие, что lim (t, у.) = (t), lim ^ (Лр) = ^Ю. Связь функций тн со

0 |х О

своими предельными функциями тц аналогична связи yt с у[ в том от­
ношении, что как у,, так и удовлетворяют вырожденным системам 
(6) и (9), соответственно, получающимся одинаковым образом из основ­
ных систем (1) и (7). Однако, в то время как yt(t, р) и yi(t) прини­
мают одинаковые начальные значения у?, начальные значения т),- (t, р) 
и 7)г (t) различны.

Теорема. Если система (1) принадлежит к типу Н, то
1 °, lim Tji (t, р) = (/), 0 < t < Т.

о _
Функции fit (t) представляют решение системы уравнений (9), 

удовлетворяющее начальным условиям

Пі । = J LA (°’ Уk ’ z‘ <т» “ (°’ Ук - 'Р'(0’ Ук))]
О 
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причем Zj (у) определяются системой уравнений и условиями (5') и 
(5"), где надо положить f = 0, у’к— Ук, z'j = z°j.

2°. Jim (t, и) = (0 = ф (t W)> о < t^T.
p-->0 J ‘

Каково бы ни было ^>0, стремление к пределам равномерно 
относительно t на отрезке [tb Г].

Поступило
24 VII 1950
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