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МАТЕМАТИКА

С. Б. СТЕЧКИН

К ПРОБЛЕМЕ МНОЖИТЕЛЕЙ ДЛЯ ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИХ  
ПОЛИНОМОВ

(Представлено академиком С. Н. Бернштейном 13 IX 1950)

1. Пусть Сп есть пространство тригонометрических полиномов 
порядка п

п
in (х) = -у- + 2 Я*  COS kx + &ftSin kx (1)

* Здесь и в дальнейшем знак — употребляется как знак порядкового равенства. 
Запись Ап ~ Вп означает, что существуют две абсолютные постоянные 0 < q < с2
такие, что для всех п с1В„^. сПЗ„.

k=\

с нормой || tn || — max | tn (x) |. Зададим последовательность множителей

A = {XA} = 0, 1, .. . , n) и построим тригонометрические полиномы 
п

~п (х) = т„ (х, tn) = Хо + 2 COS kx + bk sin kx), 
k=l 

n

т„ (x) = тл (x, tn)= 2 (bk cos kx — ak sin kx),
*=i

где Uk и Ь-я — коэффициенты полинома (1). Положим
Mn = Мп (А) = sup || тл (tn) ||, Мп = АГЛ(А) = sup ||тл (tn) ||.

11^1 l<i WK1

По самому определению, числа Мп и Мп являются наименьшими кон­
стантами, при которых справедливы неравенства

II ^п (tn) II Мп || tn\\, || тл (tn) || Мп || tn || (2)
для любого полинома tn€Cn.

Задачу определения или оценки констант Мп и Мп мы будем назы­
вать проблемой множителей для тригонометрических полиномов. 
Исходным пунктом всей теории явился рассмотренный С. Н. Берн­
штейном (4) случай X*  = k. Если Хо = 0, ДХ*  = X* — X*_i  >0 (k=\, 2,..., п) 
и Д2Х*  = X*  — 2Xj-i + Х*_ 2 ^-0 (k = 2, . .., п), то, согласно результатам 
Г. Сеге (2) и Л. Фейера (3) (см. также (4)), Мп = Мп = Хп. Обратимся 
теперь к рассмотрению случая, когда
Хо = О, ДХ*>0  (k = 1, 2, . . ., п), Д%<0 (k = 2, .. ., п). (3)

Г. Т. Соколов (4) получил при этих условиях для Мп оценку
/ п~ 1 \

^<vU„4-22 xJ ,
\ й=1 /

откуда, в связи с очевидным неравенством ЛГЛ|^>ХЛ, вытекает, что 
Мп^^п*-  Что же касается оценок Мп для случая (3), то здесь, на­
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сколько нам известно, не было получено общих результатов Г Т г. 
колов (4) рассмотрел только частный случай X, = Г / п Т’ С 
вольно сложным путем показал, что '\а . 1) и до-

< Мп (А“) < са па, 
где са и са зависят только от а.

В настоящей работе я доказываю, что при выполнении условий (3)

Я(л)~рл = 2
*=і

тельность Л = ^}Я(£Я—До лемм“’ Зададим произвольно последова- 
\ kJ — и, т, . . ., л, л0 = 0) и положим

X Л-І 2п
К.т = -^- + у тм, /„ = /, (л) = Д j | Кп ю | dt

. ..Д^^О) любои после^оеа^льности Л{х,} (А = 0, 1, ...

(Л)- (5>
Доказательство. Пусть tn€Сп и

"°™ относи-
2п

sinnuKn(u)tn(x + u)du. 
о

2 С
— ) <р (пи) Кп (и) tn (х + u)du = ~ 

о к

Но, как хорошо известно 
(х, tn). Таким образом,

Т„ (х, 4) =

(см. (2) или (4)), последний интеграл равен

2
2тс

■ J ? (пи) Кп (и) tn (х + и) du. 
о

Отсюда || (t„) || < 2/„ || у || [| t„ ||--- у 1п || /л ||. в силу произвольности 
"“ТаХтене’пГм^^^^---------------------------- " лемма доказана.

/ладим іеперь оценку 1п сверху.
уеМш(К«оСЛа П0слеі>о‘атем^- А-{Л.} удовлеткряет

4К (Л) < ~ Рп + с3\п. (6)
кин^)~кВ« Хилда и Тамар-

Доказательство. Положим

2 Dk(t) * (т = 1, 2, . .., п + 1), 
k=n—/и 4-1

* ыДСо ИАСпользования в аналогичных задачах ядер Валле-Пуссена (t) принад­
лежит И. В. Матвееву (8). п [ ’ “гинад
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где D^(t) ядро Дирихле. Дважды применяя преобразование Абеля,

кп щ =_ 2 + П^п
Отсюда

2к
1 с
- J \Kn^\dt^ 2 £ I Д%+11 + n^nN^

Й=1 (7)
где

2тс

Константы 
стр. 33—35 (п, 12)) 
Кольского (I2):

о

являются нормами сумм Валле-Пуссена ((9), (10к 
и для них справедлива следующая оценка С. М. Ни-

<2i = Ain_J_+0(1))
где член 0(1) равномерно ограничен 
оценку в неравенство (7), получаем для всех я и Подставляя эту

Л=1

I Д2^+і 1 + 0(2 k\ А2М1 I 
\й=1

+ О (пДХ„).

о

Заметим теперь, что в силу условий (3)

«АХ„ < \п,
р

2^|Д%+1|<Ар (р = 1, 2, . . ., п — 1).
*=i '

Вновь применяя преобразование Абеля, находим
" 1 п—\ р

2 1п 1 д%н | = 2 in k 1 д2Ла+і і<Рп.
1 р=\ р й-1

Поэтому Іп — Рп -р О (Хл), и лемма 2 доказана.
татов paX™^™ * Ф°РмУлиРовке и Доказательству основных резуль-

Тогда""*

Мп ^~Іп(К)~Рп.
Второе из этих соотношении известно ((s), теорема 5).
Доказательство. Из лемм 1 и 2 следует, что

(8)

^■П (+) 2 7л (А) — рп + С^п.

Но, в силу условий (3), откуда Рп^\. Поэтому

AMA)<2p„(A)<C5P„.
(9)

Остается оценить Мп снизу. Для этого положим
п

С w = 2 тsin
а=1
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Как хорошо известно, || t*n || < с6. С другой стороны,

II (С) II > тп (О, С) = Рп.
Отсюда и из (2)

00
Из (9) и (10) следует (8), и теорема 1 доказана.
Георема 2. Пусть последовательность Л = {АД (k = 0 1 

удовлетворяет для любого п условиям (3). Тогда

". (Л) = 4 Р. + о (х„), /, (Л) = А р. + О (х,).

В частности, если, кроме того, Ъп = о (Р„), то 

M.W~^pn,

Доказате ль с т в о. Из лемм 1 и 2 следует, что

мп (Л) < -|- іп < А рп + о (Хп).
С другой стороны, положим

(11)

(12)

(13)

п

°п w = ~ 2 (1- a sin

Полином ап (х) является суммой 
Фі W = (тг- х)/п (0<х<2тг). Так

Фейера порядка п для функции 
как II <Рі || = 1, то || вп || <; 1. Далее,

ІА Ы||>т„

Отсюда и из (2)

мп (Л) >

k Л \ 2 у 2 
п+1 ) k л k Кп'

Я=1

II (°П) II
IIе» II

2
>~Рп + О(К). (14)

Неравенства (13) и (14) дают соотношения (И). Если же, кроме 
того, выполняется условие Хп = 0(Рп), то из (11) следует (12), и тео­рема 2 доказана. v / /V и іео

Применяя полученные результаты к случаю Г. Т. Соколова
Tk = k (0<Х 1), сразу же выводим неравенства (4), где с = — 4- с.

2 а тса *
= ла С8 (ДЛЯ МалЫХ а) и Са^-Сд (ДЛЯ а, блИЗКИХ К 1).
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