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МАТЕМАТИКА
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ОБ ОДНОМ СПОСОБЕ УСКОРЕНИЯ ИТЕРАЦИОННЫХ ПРОЦЕССОВ

(Представлено академиком 1Л. А. Лаврентьевым 29 VIII1950)

Г. Пусть система линейных алгебраических уравнений:

Xi = 2 аЧхі + b> (/ = 1, 2,..., п) 
/=1

(или х — Ах + Ь)*  решается методом итераций:

* Для простоты мы рассматриваем конечномерный случай.

_ Ахт + %(0) — началЬное приближение.

Будем предполагать, что А имеет п линейно независимых собствен­
ных векторов ev е2, еп; Ае, = Хгег и — 1 <К< 1, i = 1, 2,..., п.

Тогда, как известно, итерационный процесс сходится, для 
zw = х— х^ имеем = Akz(0\ и скорость сходимости характери­
зуется числом Хл = max | X, |.

2°. Рассмотрим итерационный процесс:

_ Ахт + ь> = 2 (А^^^ + b) - ■

x(0* — начальное приближение.

Последовательности а(0), х^, х(і\ х(5\ ... соответствует итерация 
матрицы Аг = 2А2—1. Собственные векторы этой матрицы те же, что 
и А, а собственные числа X; = 2Х^—1. При |Х/1^К^2 — 1 | X; 1^Х/, 

____  (D П)
при /К2-1 >|хг|>-^ |Хг|<Х?, при 0<|Х;|<-^ |Хг|<1.

Поэтому, если предварительно сделано несколько итераций А и ком­
поненты вектора ошибки по для которых |Хг|<-у=-, уже достаточ­
но малы, то выгоднее (примерно в два раза) применять А1( нежели А2. 
По тем же соображениям, сделав несколько итераций Av выгодно 
перейти к А2 = 2АІ—1, ... и т. д.

3°. Если рп (А) = а0Ап + срА^1 -|-- ап, ад + а^---------ап = 1, то 
при л(А+1) = pn(A)xw + -j^ b zW = [ЛіЙ)]*  г-0)’ и если МЬІ 
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дем искать ра(А) такие, что |\,„(Л)|<1 и для |\|, близких к 1, 
|Х, | возможно мало, то придем к экстремальной задаче:

Среди полиномов n-й степени pn(t} таких, что:
1) при |^|<1;
2) Р„(1) = Ь ~

найти полином pn{t\ для которого:

если \рп то

если |р„(—1)| = 1, то

1Й(Щ
rain [|Й0)]>

maximum.

Решением ее являются полиномы pn(t) = 2nTn(t), где Tn(t)— поли­
номы Чебышева (С1), стр. 28).

4°. Если мы делаем итерации в последовательности: k итераций 
A, k итераций Л1;..., то после £-й итерации At компоненты ошибки 
по е» для которых | X; | < , уже уменьшатся не меньше, чем в

^^6 И раз. Исходя из этих соображений, можно заранее опреде­
лить число k. Если в процессе начнут сказываться ошибки округле­
ния или окажется, что итераций какого-либо типа было сделано недо­
статочно (это сказывается в том, что итерации делаемого типа не дают 
ожидаемого эффекта), то нужно сделать 1—2 раза A, Avа затем 
продолжать процесс.

5°. Указанный способ ускорения был применен к решению системы 
Вх + с = 0 130 нормальных уравнений, итерации велись по формуле

Е =---- После применения сумма квадратов не-
max S । bti I

i J ' '

вязок уменьшилась в ~106 раз.
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