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1. Обозначим через L заданный на оси — оо<£<оо дифферен­
циальный оператор второго порядка вида

L [и] = и" (t) — q (Т) и (t), (I)
где q (f)— вещественная, четная и непрерывная на оси — oa<^t<Zoo 
функция.

Свяжем, следуя Дельзарту (*), с каждой парой операторов Lb L2 
х у 

вида
^i[«] —L2[u\^u” —q.2{y)u
х У

оператор обобщенного сдвига . Ту, определив его сперва на дважды 
непрерывно дифференцируемых функциях f(x) равенством

у; Л
где v (х, у; f) — решение уравнения в частных производных

= (1)
X У

при начальных данных

^(^у;/)|у=э=/(Л Ъ (x,y,f)\y=Q = 0. (2)
Метод Римана интегрирования уравнения (1) позволяет естествен­

ным образом расширить оператор Ту на все функции f(x), сумми­
руемые в каждом конечном интервале вещественной оси (2).

Определение. Непрерывная на оси — оо<х<оо функция f (%) 
называется {L^L^} почти-периодической, если семейство функ­
ций Тх [/] (у — параметр) компактно в смысле равномерной сходимости 
на всей оси —оо <х<^°о (здесь Ту — оператор обобщенного сдвига, 
связанный с операторами Lb L2).

X у
Основной задачей теории {1^, Ь2} почти-периодических функций 

является нахождение их конструктивной характеристики.
Б. М. Левитан рассматривал эту задачу (3,4) в предположении, что 

функции q^x) и q2 (у), отвечающие операторам Lx и Ь2, удовлетворяют 
х у 

дополнительному ограничению
со юо

\ (1 + x^q-^x^dxy^, (1+У2)|72(У)|^У<°°- (П)
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Ограничение (II) позволило Б. М. Левитану вплотную подойти 
к решению основной задачи. Но и для этого случая решение в окон­
чательной форме им не было найдено из-за отсутствия точных данных 
о строении операторов преобразования *.

В настоящей заметке мы даем полное решение основной задачи 
теории {L^ L2} почти-периодических функций, предполагая ограниче­
ние (II) выполненным.

2. Принципиально важно решить поставленную задачу прежде 
всего для простейшего случая, когда (х) = О) = 0. Оператор 
обобщенного сдвига, соответствующий этому частному случаю, 
мы обозначим через Sx- Он имеет простой вид:

I/] = -^ {/(х + У) +f(x — у)}.

Коструктивную характеристику соответствующего класса обобщен­
ных почти-периодических функций дает следующая лемма.

Лемма. Пусть f (х) — непрерывная на оси — оо < х < оо функция. 
Для того чтобы семейство функций

(у — параметр} было компактно в смысле равномерной сходимости 
на оси оо < х <б оо, необходимо и достаточно, чтобы функция f (х) 
имела вид J '

f (х) = CX + 9 (х),

где с константа, а <р (х)—почти-периодическая функция Г. Бора.
Для четных функций f(x} эта лемма была ранее доказана 

Б. М. Левитаном (3).
3. Пусть теперь рДх) и Qz^y} — произвольные четные функции, 

удовлетворяющие условию (II). Обозначим, как и в (5), через w* (X t} 
решения уравнения

L [«] + Хи = 0 (3)
при начальных данных

(А, 0) = 1, (X, 0) = h, если h =j= оо;
«л (А, 0) = 0, w* (X, 0) = 1, если h = оо,

где L оператор вида (I), a h и X — произвольные вещественные 
числа.

Если Ц” (А, х) — решение уравнения (3) для оператора то из 

определения оператора обобщенного сдвига Т^, связанного с операто­
рами Llt L2, следует 

* у
Бх Н”(Х, х)] = (X, х) 42)(А,у), (4)

где ы(,2)(Х,у)— решение уравнения для оператора L2.
Обозначим через До (Лго) множество тех значений параметра X, при 

которых четные (нечетные) решения уравнения (3) для оператора 
являются {LbL2} почти-периодическими функциями. Из формулы (4) 
и условия (II) следует, что множество состоит из всех поло­
жительных и, возможно, некоторого конечного числа неположительных

Мы придерживаемся здесь и дальше терминологии заметки (5).
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значений параметра X. Входящие в Ло (Лет) отрицательные значения
3 паметра X являются общими характеристическими числами некоторых 
краевых^ задач для операторов £х и Ь2. Принадлежность значения Х=0 
множеству Ло(Лот) зависит от ограниченности или неограниченности 
ап-нкций v)(^^ например, если q2(y) = 0,
то множество Ло = и состоит из всех положительных значений X 
И точки 0; если qx (%) 0, q2 (у) 0, q1 (х) > 0, то множество Ло = Лга

состоит из одних положительных значений параметра X, и т. д.
4 Четные и нечетные {Lv L2} почти-периодические решения урав- . 

нений (3) для оператора и являются теми элементарными функциями, 
по которым (в известном смысле) можно разложить любую {Lx, L2} 
почти-периодическую функцию.

Обозначим через сг(х) линейную комбинацию {LVL2} почти-периоди­
ческих решений уравнений (3) для оператора Lp

N
О (%) = 2 Ck<^hk fa, Х)

*=1
(5)

(здесь U^hk, = O или <х>, С* — комплексные константы).
Основная теорема. Пусть операторы и L2 удовлетворяют х у

условию (II). Для того чтобы функция f(x) была {L^L^ почти- 
периодической, необходимо и достаточно, чтобы по данному е>>0 
всегда можно было найти такую функцию о (х) вида (5), что

sup \ТУ[ф(х) —с (%)] | < е.
—оо<х<^оо
—оо<у<<®

Доказательство этой теоремы основано на предыдущей лемме и 
результатах заметки (5), где подробно рассмотрено строение операто­
ров преобразования.

5 . Замечание 1. Из основной теоремы следует: для принадлеж­
ности функции f (х) к классу {LbL2} почти-периодических функций, 
необходимо, чтобы ее можно было равномерно на оси оо<^%<^оо и 
сколь угодно точно апроксимировать линейными комбинациями {Llt £2} 
почти-периодических решений уравнений (3) для оператора Lv Однако 
в общем случае это условие не достаточно. Оно необходимо и доста­
точно, если функция «о(0,у) ограничена (например, если q2(y) = 0).

Замечание 2. Основная теорема позволяет развить для (L1,L2) 
почти-периодических функций аппарат рядов Фурье, в котором ортого­
нальной системой являются L2} почти-периодические решения урав­
нений (3) для оператора Lv При этом любой метод суммирования 
рядов Фурье почти-периодических функций Г. Бора пригоден и в этом
случае.

В заключение отметим, что результаты этой заметки 
на операторы обобщенного сдвига, определяемые более 
чальными данными, чем (2).
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