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МАТЕМАТИКА
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МНОГООБРАЗИЯ ОГРАНИЧЕННОЙ КРИВИЗНЫ С КРАЕМ

(Представлено академиком В. И. Смирновым 14 VIII 1950)

В (х) мы сообщили некоторые теоремы о кривых в двумерных 
многообразиях с краем, являющихся пополнениями многообразий огра­
ниченной кривизны (см. (2)) *.  В настоящей заметке мы изложим даль­
нейшие результаты в этом направлении, касающиеся в основном „раз- 
резывания и склеивания" многообразий ограниченной кривизны. При 
этом многообразие с краем будем понимать в смысле определения, 
данного в (*̂*,  а основные понятия из (2, х) будем в дальнейшем 
употреблять без ссылок.

* В формулировку теоремы 7 статьи Р) вкралась досадная описка: производная 
функции I (s) равна не cos a (s) + cos £ (sj, а — (cos a (s) + cos 3 («)).

** Имеющаяся в этом определении ссылка на (2) формально не вполне точна, так 
как, говоря о многообразии ограниченной кривизны, мы подразумеваем, что всякое 
ограниченное множество имеет конечную абсолютную кривизну (см. (2)).

1°. В многообразиях ограниченной кривизны существование угла 
между кривыми и L2 эквивалентно существованию предела углов 
между кратчайшими OX, OY, Х^Ьг, Yf:L2 (О—„вершина" угла) при 
Х->0, Y^O, причем угол между Lb L2 всегда равен указанному 
пределу. Кратчайшие OX, OY будем называть хордами кривых. В мно­
гообразиях с краем связь предела углов между хордами с углом 
между кривыми оказывается более сложной. Можно построить при­
меры, в которых предел углов между хордами существует, тогда как 
угла между кривыми не существует. Тем не менее имеют место сле­
дующие теоремы.

Теорема 1. Если угол между кривыми Lx и Ь2 существует и 
равен а, то предел углов между хордами OX, OY при Х-^О, Y-e>0 
также существует и равен а.

Теорема 2. Если повороты, хорд OX, OY кривых Lb Ь2 при 
Х->О, Y—>0 стремятся к нулю, то из существования предела 
углов между ОК и OY следует существование угла между Ьги Ь2.

2°. Определение угла между кривыми, имеющееся в (3), в неко­
торых случаях представляет существенные неудобства по двум при­
чинам: во-первых, требование существования угла накладывает силь­
ное ограничение на рассматриваемые кривые; во-вторых, существование 
угла между кривыми Llt L2, ограничивающими сектор О, зависит от 
того, определяем ли мы угол чисто внутренним образом по отноше­
нию к U (т. е. рассматривая U как „самостоятельное" многообразие 
с краем) или в „объемлющем пространстве". Чтобы устранить эти 
затруднения, мы вводим понятие „одностороннего угла" между кри­
выми, состоящее в следующем.

Пусть кривые и Ь2 ограничивают сектор и пусть, кроме того, 
выполняется хотя бы одно из следующих условий: 1) из вершины О 
сектора U исходит кратчайшая, проходящая в U-, 2) угол между Lr,
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L2 существует и равен нулю. В первом случае односторонним 
углом между Lb L2 со стороны сектора <7 называем точ­
ную верхнюю границу (быть может, бесконечную) углов секторов с 
вершиной О, ограниченных кратчайшими и содержащихся в U. Во 
втором случае односторонний угол между и L2 считаем равным 
нулю *•

* Можно показать, что если при этом выполнено и первое условие, то угол, 
полученный первым способом, также равен нулю.

Не опасаясь недоразумений, мы обозначаем через Е не только кусок, но и 
соответствующее подпространство в F.

Основываясь на теореме 1, легко показать следующее:
Теорема 3. Если существует угол сектора, образованного кри­

выми Llt L2, то односторонний угол между Llt L2 существует и 
равен углу этого сектора.

Пользуясь вместо обычных углов односторонними, мы получаем 
определение поворота кривой, не зависящее от существования направ­
лений в ее концах. Вместе с тем, самый факт существования направ­
лений у кривой в одном важном случае удается вывести из условий, 
наложенных на ее поворот в целом.

Теорема 4. Если кривая имеет поворот ограниченной вариа­
ции {см. (4)), то она в каждой точке имеет направление.

3°. Пусть Е — замкнутое множество в многообразии ограниченной 
кривизны Е, гомеоморфное поверхности с краем, и пусть любые две 
точки из Е можно соединить в Е спрямляемой кривой. Тогда в Е 
индуцируется метрика р£, в которой расстояние определяется как 
точная нижняя граница длин кривых, соединяющих данные точки. 
Если топология, задаваемая в множестве Е метрикой р£, совпадает с 
его естественной топологией (в том, что последнее требование не 
вытекает из предыдущих, можно убедиться на примерах), то метри­
ческое пространство Е будем называть куском многообразия Е. 
Имеет место следующая теорема, из которой следует сохранение 
длин кривых при „вырезании кусков".

Т еорема 5. Для всякой спрямляемой кривой L в многообра­
зии ограниченной кривизны, имеющей полуокрестность UL, суще­
ствует последовательность геодезических ломаных Rn G UL, 
Rn—>L, длины которых сходятся к длине L.

П—>СО

Относительно сохранения углов при вырезании кусков имеет место 
теорема 6.

Теорема 6. Пусть кривые Ь2, входящие в границу куска Е 
многообразия Е, ограничивают сектор U с Е с F**  и пусть между

Ь2 существует односторонний угол со стороны U, равный а.. 
Тогда односторонний угол между R и L2 в куске Е существует и 
равен а.

Основываясь на теореме 6, легко получить необходимое условие 
погружаемости многообразия с краем в многообразие ограниченной 
кривизны.

Теорема 7. Пусть Е — многообразие с краем и пусть М — лю­
бая точка края К- Пусть лм — односторонний угол между дугами 
края К, исходящими из М (очевидно, всегда существует, хотя 
может быть и бесконечным'). Для того чтобы Е было изометрично 
куску многообразия ограниченной кривизны, необходимо, чтобы для 
всякой конечной дуги L с К выполнялось условие-.

2 (аЛ — 2тг) < оо.
Лібі, аді>2я
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Для поворотов кривых, определенных с помощью односторонних уг­
лов, также имеет место инвариантность относительно вырезания кусков.

Теорема 8. Пусть кривая L, входящая в границу куска Е 
многообразия Р, имеет поворот <р со стороны полуокрестности, 
содержащейся в Е. Тогда поворот кривой L, измеренный в Е, суще­
ствует и равен у.

4°. Пусть даны многообразия с краем Еь Е2, . . ., Еп и указан спо­
соб отождествления их краев (закон склеивания), в результате кото­
рого получается многообразие Р(Т\ Если F(T) путем введения метрики 
р можно превратить в многообразие ограниченной кривизны так, 
что метрика, индуцированная в подпространствах, соответствующих 
Е^Е2, ..., Еп, совпадает с метрикой в Д, Е2, ..., Еп, то будем говорить, 
что многообразие ограниченной кривизны Р склеено 
и з Еь Е2, . .., Еп.

Пусть АВ — дуга, вдоль которой происходит склеивание много­
образий с краем Ei и Ej. Назовем последовательность ломаных 
L^cEi нормальной, если выполнены такие условия: 1) все 
не имеют кратных точек и проходят внутри Д; 2) 3) пусть
некоторое множество Н, гомеоморфное замкнутому кругу, разбивается 
дугой ломаной на два множества Нг, Н2 того же вида. Ломаная 

имеет две полуокрестности, одна из которых прилегает к дуге 
АВ. Пусть множество Н2 лежит по ту же сторону от Ln\ что и 
полуокрестность, не прилегающая к АВ. Тогда, если в Н = НГА- Н2 
и Н2 индуцированы метрики рй и ря, то для любой пары точек 
X, У из Н2 рИ^Х¥) — рн(ХУХгп, причем Рассмотрим
наряду с нормальную последовательность {L^} ломаных с 
с Ej, сходящихся к АВ. Будем говорить, что последовательность 
разверток Р^ * связана с дугой АВ, если выполнены следующие 
требования: 1) каждая развертка Р^ гомеоморфна кругу и ограничена 
ломаными Ln\ Ln\ у которых длины сторон совпадают с длинами 
звеньев ломаных Ln\ Ln\ а углы равны углам этих ломаных со сто­
роны полуокрестностей, прилегающих к АВ (на углы между Ln\ ЦР в 
их концах не накладываем никакого ограничения); 2) пусть на іУп , 
L^n введен параметр t, причем значение t = 0 отвечает кон-
цам Ln\ L(n, близким к Д. Положим р(^) = іпЦр£..(Л4гг(^)Л4)-|-рг (Mi(t)M)],

М£АВ 1

где Mt (t), Mj (f) — точки ломаных Ln\ Ln\ отвечающие_параметру t. 
Перенося выбранную параметризацию на ломаные Сп, Ln\ положим

bn = sup [р (^) + р („) (^(^ДГ;^))],

где р —метрика в развертке Ра\ a Mi(t), Mj(t)—точки на L(n ,
_ АВ
Ln\ отвечающие параметру t. Обозначая через Ьп точную нижнюю 
границу чисел Ьп при всевозможных параметризациях ломаных

* Разверткой мы называем метрическое пространство с внутренней метрикой, 
которое можно разбить на конечное число частей, изометричных плоским треуголь­
никам.
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^п\ мы требуем, чтобы для разверток Р^ выполнялось со-
АВ

отношение Ьп —* 0. Наглядный смысл этого требования состоит в том, п—>оо

• о отрицательная часть кривизны (2).

что развертки Р^ становятся бесконечно узкими, причем точки на 

Ln\ L(n считаются близкими только при условии, что на АВ суще­
ствует точка М, достаточно близкая к соответствующим точкам на 
ДО / (Л

Назовем условной кривизной ИуСл (АВ) д у г и АВ точную 
нижнюю границу величин lim О для всевозможных последова-АВ
тельностей разверток Р(~, связанных с дугой АВ *.

Теорема 9. Для того чтобы при данном законе склеивания 
многообразий с краем Еъ .. ■, Еп существовало многообразие Е 
ограниченной кривизны, склеенное из Еь . .. , Еп, необходимо и доста­
точно, чтобы для всякой дуги АВ, вдоль которой происходит склеи­
вание, условная кривизна была конечна.

Из теоремы 9 легко выводится следующая теорема о склеивании, 
доказанная А. Д. Александровым в предположении, что склеиваемые 
многообразия с краем суть куски многообразий ограниченной кривизны.

Теорема 10. Если каждое из многообразий с краем ограничено 
кривой с поворотом ограниченной вариации, то для их склеиваемо- 
сти необходимо и достаточно, чтобы длины отождествляемых 
дуг были равны.

Для случая склеивания многообразий с метрикой положительной 
кривизны (см. (4)) теорему 9 нужно видоизменить следующим образом.

Теорема 11. Для того чтобы из многообразий с краем Еъ .. .,Еп 
можно было склеить многообразие с метрикой положительной 
кривизны, необходимо и достаточно, чтобы. Ег, .. ., Еп имели вну­
три метрику положительной кривизны и чтобы для всякой дуги 
АВ, вдоль которой происходит склеивание, нашлась последователь­
ность разверток Р^, связанных с АВ и таких, что Итог (РІ^)=0** 
и lim Q (Р^) < ос.

Из теоремы И легко вытекает теорема 12.
Теорема 12. Пусть многообразие с краем Е гомеоморфно кругу 

и удовлетворяет следующим условиям-. 1) ы“(£) =0 (Е — внутрен­
ность Е); 2) or (Е) 2г:; 3) край К пространства Е спрямляем-,
4) для любой дуги АВ а К, имеющей поворот у (АВ), <р (АВ) + <р (Д)-}- 
+ 9 (В) + 8, 8 0, где ф (А), <р (В) — повороты в точках А, В.

Тогда Е изометрично замкнутой области на бесконечной выпук­
лой поверхности.
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* Символ <1 обозначает абсолютную кривизну (см. (2)).
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