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МАТЕМАТИКА

А. И. СКОПИН

ФАКТОР-ГРУППЫ ОДНОГО ВЕРХНЕГО ЦЕНТРАЛЬНОГО РЯДА 
СВОБОДНОЙ ГРУППЫ

(Представлено академиком В. И. Смирновым 29 VII 1959)

Работа посвящена следующему вопросу: для свободной группы 
@ с k образующими строится последовательность нормальных дели­
телей @о ®2 • • • индуктивно следующим образом:

1) есть элементарная абелева /ь-группа, р=р2;
2) &1-1І&І лежит в центре
3) @г есть минимальная группа, обладающая свойствами 1) и 2) 
Исследуются фактор-группы &і-і/&і.
В работе используется представление свободной группы в кольце 

форматьных степенных рядов от k ассоциативных переменных как 
группы, порожденной элементами 1 + Xi, относительно
умножения в кольце, причем (1 + Xi)-1 = 1 — Xi + х\ —...

Будем употреблять следующие обозначения: Рт — однородный 
полином с целыми коэффициентами степени т в образующих Xi 
Lm — однородный полином Ли с целыми коэффициентами степени т 
в образующих Xt относительно умножения Ли:

х о у =ху — ух.

Если 21 — группа, то — ее нормальный делитель, порожденный/ 
m-ми степенями всех ее элементов; — элемент 21™.

Если Ж и 31 — подмножества 21, то [Ж, 31] — нормальный делитель 
21, порожденный образованиями вида [т, п] = тптРпг1

Используются следующие результаты статьи (х):
Мг Группа ® свободна в образующих 1 + Xi, i = 1, 2,..., k.
М2. Каждый элемент & имеет вид 1 +Ln -j- Pnyi +..., где под 

точками, как и везде в дальнейшем, подразумеваются слагаемые более 
высоких степеней, чем написанные. Ln может быть любым.

М3. Каждый элемент ® вида 1+£„ + ... принадлежит к 
(п—1)-му члену верхнего центрального ряда @(0) п @(1) з . • •, обра­
зованного по закону ®(0) = ®; ®(п) = [®(л-1), ®], и обратно, любой эле­
мент имеет вид 1+!«+■<•• , ;

М4. Если g, и g=l+An + ..., g' = 1 + L’n + 1.., то
Её' + Ln + L'n-y ...

Теорема 1.
= <-1 [®л -ь ®].

Доказательство. Очевидно, что если @n_i уже построено, то 
&п есть ядро гомоморфизма:



переводящего в
®] У (6„_! / [®„_b @]f.

Ho (®n-j / ®])p состоит из смежных классов g^lj [®л-і, @],
т. е. элементы из ®я~і [®п-ь @] переходят в единицу. Обратно, если 

переходит в единицу, то gn^ [®„_ъ ®] € (®„_j / [®„_b ®]f, т. е. 
РА-л — g g , где g 1 и +'€ [®я-1, ®]. Теорема доказана.

Теорема 2. Каждый, элемент имеет вид:

gn=\ + 2 Рп рі + • • • ,

где Pt = Li(mod р), ii — 1, 2,..., п + 1.
Доказываем теорему по индукции. Для ® теорема верна. 

Пусть она верна для &n~i- Возьмем произвольное gn£&„. По теореме 1, 
Sn = g'g", где g'G&^i и [@„_ь ®].

1. Докажем, что p-я степень элемента @n~i удовлетворяет (*).

Обозначим g^ = 1 + 2 Pni Pi + ... = \ +А. Здесь Р = Ц (mod р\ 

i 1,2,...,«. Тогда gP_^ — 1 + рА + pA2Q + Ар (из формулы бинома 
Ньютона), где Q— полином с целыми коэффициентами.

Ясно, что 1 +рА = 1 +^рп-1+1р. + рр^ + _ удовлетворяет (*).

Полином с целыми коэффициентами будем называть несуществен- 
если ег0 коэффициенты при слагаемых степени i делятся

От прибавления таких полиномов выражения Pt, входящие в (*), 
не меняются по модулю р. Полином, очевидно, останется несуществен­
ным для (*), если его домножить на полином с целыми коэффициен­
тами. Покажем, что pA2Q + Ар несущественный для (» ) полином.

л2 = (2 рп^!Рі + • • •) = 2 p^-Wj + • • •

Группируя слагаемые по степеням, будем иметь:

А2 = 2 р-п~1р? + • • •,

ибо слагаемые до (« + 1)-й степени получаются только из Pit i^n.

А2 = pn~i 2 р^+^Р^ +...
І=1

я+1
Следовательно, = 2 что несущественно

/ і=1ДЛЯ (*) в силу «^І.
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Аналогично преобразуем Ар = A3Q(1) (так как р 3):
/Л \ 3 л

A3 = (^pn-ipi + .--j = 2 P3n~l~j~kPiPjPk + ■ • • =
M = 1 / i,j,k=l

"+1 (2) "+1

= 2 p3n~ Pi +-■=2 рп~і+2Рі + • ■ •, 
i=i 1=1

t. e. несущественно для (*).
2. Покажем, что коммутатор [gn-i, g] удовлетворяет (*). Для дока­

зательства воспользуемся формулой:

(1 + х)(1 +у/)(1 + тГ = 1 + (х «у/) (1 + х)-1 (1 + У')Л

которая очевидна из

(1 + Х) (1 +у)— (1 + j)(l + х) = ху—ух = Хоу. 
Имеем

Ял-і = 1 + ^pn-lPi +

g — 1 + Ls + ..., 
откуда, в силу вышесказанного,

[^л-ь g] =

(1 +р'1-ф1+...)-1(1+Аі+...)-і=

= 1 +%р”~1Р1°Ц +... .
і=1

Только записанные слагаемые и только при s = 1 будут существен­
ными для (*), так как остальные, имея степень не ниже i + 2, делятся 
на рп~1. Таким образом,

л+1
кл-ъ gi = i + ^рп-^р\3) + ...,

где P[) = Pi°L1 (mod р), если s = 1, и Pz(3) = 0 (mod р), если s>2, 
т. е. [g„_i, g] имеет требуемый вид. Для полного доказательства тео­
ремы 2 теперь достаточна теорема 3.

Теорема 3. При перемножении элементов 65 вида поли­
номы Pi, / = 1, 2,«4-1, складываются по модулю р.

Проверяем:

6 + 2 рп~'+'Рі + • • - V1 + 2 рп-і+гР^ +.. 6 = (1 + а) (1 + д^о =
\ і=1 / \ і=1 /

= 1 + + + л(1) + АД(1) = 1 + 2 Рп~1^ (Pi + л(1)) + • • • + ААт.
І=1

\ /л4-1 \
Рп~і+1Рі + •••)( 2 Pn~j+1P? + •••) = 

\/=i /\j=i /
w+1 n-Jpl

= 2 р^н-ін+ір^.+... = pn+i 2 pn-i+ip^ +..., 
i,j=i i=l
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что несущественно для (*) из-за п>0, и теоремы 2 и 3 доказаны. 
Лемма. В существует элемент вида

1 + рп~і+Ч.1 + ... (l<z<n + l), 
где Li — любой.

Доказательство. По М3> существует 1 + Lt + .. Оче­
видно, ®(m) с &т, ибо ®(0) =®0 = и, если а ®„_1 то &{п) = 
= [S'"-1», ®] с [®„_ь S] с &рп^ [®я_ь @] = &п.

По М4:

(1 + Li + ../ +=1+р«-Ж£/+..,е(^-П)р" '+1 с с

(последнее включение из-за @£_і с [®А_і, @] = ®А (£=12..)). 
Лемма доказана. ’

Теорема 4. Каждый элемент ® вида (*) принадлежит к @п 
Доказательство. Пусть g = 1 + р-Р, + ... + рРп + Рп+, + ... б 

— £; (mod/?), I — 1, 2,..., «-р 1. Так как Р, = L„ то, по лемме, суще­
ствует g, = 1 4- р-Р, + ... €®л; по теореме 2, g, имеет вид ( *), следо­
вательно, по теореме 3, gg^ = 1 + р—^ +... имеет вид (* ).

По М2, Р^ = L^. Снова применяем лемму: gg^g^1 = 1 + рп~2Р^ + • • • 
имеет вид ( * ).

Окончательно получим: gg-*. . . g-i = 1 + р^ + где gb gs>... 
’ ’ Н0’ П0 Мз’ + ^«+і + • • • € g ®„, значит, и ^ = (1-|-
+ ^л+і+---)£'л£л-і...£1€ ®л, что и требовалось.

Теорема 5 (основная),

®л/@л+і = L, + ... 4- Ln+ilp (L, + Ln+i),

где Lm модуль однородных полиномов Ли степени т с целыми 
коэффициентами.

Доказательство. Сделаем следующее отображение ®п на 
Ii + ...-f-Ал+^^і + ... + Ал+і):

gn = 1 + рпР, + ... +рРп + pn+i + + _Ln + Ln^

где Pf = Lf(mod р\ i = 1, 2,..., п + 1.
По построению и теореме 2 это отображение однозначно. По теореме 3 

оно гомоморфизм. По теоремам 2 и 4 ядром этого гомоморфизма 
является @л+ь

Ленинградский государственный университет Поступило
им. А. А. Жданова 18 уц 1950
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