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МАТЕМАТИЧЕСКАЯ ФИЗИКА
Г. И. БАРЕНБЛАТТ

О РЕШЕНИИ УРАВНЕНИЯ ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ 
ПРИ НЕОДНОРОДНОМ ГРАНИЧНОМ УСЛОВИИ

(Представлено академиком С. Н. Бернштейном 27 VI 1950)

Задача о теплопередаче в турбулентном потоке жидкости в при­
ближенной постановке приводится к уравнению:

дг Т , . дТ ч
дИ=^(хЫ (1)

Пусть q(х) удовлетворяет условиям теоремы 1 работы/3). Рассмот­
рим два спосооа решения уравнения (1) при условиях (tga^O):

7'(0,Osina-^McoSa = ?(^; Т (х, 0) = f (х); = 0. (2)

1. Полагаем 7 = 7\ + Т.2, где Т2 и Т2 удовлетворяют уравнению (1),

Л (ОД) sin аcos а = 0; Тх(х, 0} = f (х)- = 0; (3)

Т2(0Д)зіпа —7(Xf0)=0;

Решение Т, строится по методу работы (3). Строим решение Т„ 
Если sin а cos а = 0, то соответствующие решения указаны в работе Pl- 
будем считать sin a cos а =£0. Пусть дТ2 (ОД) / дх = — Ф Р) пока не­
известному. Зная Ф (7), мы получаем То (3), именно:

Т2 (х, 7) = С ф (т) dr С

Здесь ?1 (х X)- решение уравнения у" + Ху ДД = 0, причем 
ф, А) — 1, cpu (О, Л) = 0; V1 — соответствующие (х, X) коэффи­

циенты асимптотических представлений. При х = 0 имеем:

Подставляя значения 7Д0Д) и <Д2(0Д)/<Дв первое условие (4) 
приходим к интегральному уравнению Вольтерра второго рода для Ф (fy

t ОО «

Ф(ШДД‘Г.а =s(ft = * = ta- (6)J d P-i “г Vi cos а я - '0 о 1

Решив это уравнение, мы получим T2(t) по формуле (5).
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2. Полагаем Т = Тг 4- 74, где Тг и Т2 удовлетворяют уравнению (1), 
причем:

Л (0, 0 sin а - COS а = 0; Л (х, 0) = /(х) - К = 0, (7)

Л(0, Osina—^?^COSa = CF(^ Т2(х,0) = К, ^М = 0. (8)

Здесь К— некоторая константа. Строим сперва Т2. Пусть Г2(0Д) = 
= Т(0> пока неизвестному. Выберем 7<=Т(0), тогда (см. (3))У

Т2 = V (0) + ( (?) - Y (0)] dx С ,
J J л (^ + V^) (9)

Здесь <р2 (х, X) — решение уравнения у" 4- Xq(x)y = 0, причем 
?г(0, Х) = 0, <p2v(0, 0 = 0 Нг, v2 — соответствующие <р2 (х, А) коэффици­
енты асимптотических представлений.

Рассмотрим выражение: Q(0 = ^(£) [Г2(^ 0~ ^(0)] d^, представ- 
fl

ляющее собой сумму тепла, притекшего к эквивалентному стержню (®) 
от изменения температуры на его нулевом конце. Для вычисления Q (0 
введем фиктивный конец х = Ь и на нем условие: дТ2 (b, t) / дх = 0. 
Тогда

Т2 = Т (0) + [Y (?) - Т (0)] dx (х, A) dPb(k),
о о

где <р2 (х, А) дополнительно удовлетворяет условию А) = 0, а 
* -1

PbW = 2 Н (Хл— собственные числа).
о<л„ <х ' )

Поэтому, в силу свойств функции <р2 (х, А), имеем:

Q (0 = J СО -- (0)] dx
о о

г- ь

Я (5) ?2 (?, х) di, 
Lo

(X) =

[Т (?) - V (0)1 dr J е~^ A-1 d?b (А),
о

Устремляем b к бесконечности. В силу теоремы 1 работы (3) 
р(А) = lim р)((А) (&-»оо) не зависит от вида условия на конце, устрем­
ленном в бесконечность; поэтому получаем:

Но

Q W ( [Т(?) - (0)] dr (4^4 • 
J J КХ (р* +

0 О

СО со .

dQldt=\q^d-Ldl=\d^d^=~d^.
О 0J

(Ю)
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Для отыскания dQ j dt преобразуем формулу (9). Положим

к 1 X Др2 + v2) 1 dx.
t 0

Интегрируя по частям, получаем:
t

о 
т а 

dQ dW с , г 
dt ~ dr j d° \ 

t о

(/-а)

^(^2+ v2>

t
_ С
• j dx

• о
/

J пХ (p2 +
0

рт И - \d^ d~d7 ’
о 0

так как R = R(t— т). Окончательно получаем:

дТ(О, t) _dQ _ 
дх dt \ -7— ат

J
0

J v2)
0

(12)

Подставляя во второе условие (8) значения Т2 (О, t) и дТ„ (0, t) / дх, 
придем к интегро-дифференциальному уравнению для Ч'Д):

Т(0 + Л^

О
<13>

о z

Решив это уравнение, мы получим Т(Д следовательно, иТ(0) и 
построим Т2 по формуле (9). Построение Т\ проводится методом ра­
боты (3). 1

3. Проводя рассуждения, аналогичные рассуждениям Б. М. Левита­
на ( ), можно показать, что если q(x) удовлетворяет условиям теоре­
мы 1 работы (3), то к

г» т+1 /и-4-3Р1(Х)= <СХ^2; Р2(Х)=С—#-^<СХ^,

где С —некоторая константа. Отсюда получаем, интегрируя по частям: 

V _00 1
m+2; Се-ХЦ-а)?-1^р2(х) . а)~т+2.

О о

N некоторая константа. Из этого можно вывести законность при 
менения операций пп. 1 и 2. ‘

4. Рассмотрим важный частный случай q(x) = xm. Тогда

и2 + v2 = Х^+2 я-1 Г2 f (т 4- 2)«/ <т+2);

_1

р-1 + V2 = X т+2 Я-1 Г2 J (т 4- 2)-т/(«+2);

е-м/-т)^Р1 (X)

о

(т + 2)-m/(m+2) 
zm + 1 \ ^±1(^2) (/-Л-+2г
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V »-> г ■ аР, w = и + У'<-»’ .

Интегральное уравнение (6) имеет в данном случае вид:

' tg«rV^±^)
Ф и + Р Ф W tt - < -« =s w, р =

V [ГП -f- (14)

В несколько иной форме это уравнение имеется у Саттона (2).
В данном случае, однако, удобнее применять метод п. 2. Интегро- 
дифференциальное уравнение (13) имеет для данного случая вид:

р ctg “
Тй+р Р = W V. (15)V y/ri ~г“ I ' 1 '

О

Пусть р (И может быть представлено в виде ряда: р (t) = ^/(т-НО
((3— целые положительные числа).

Положим Т = где Тт, р удовлетворяет уравнению:

£ ___ 1 в
Тт, 3 (0 + Р \ • X' ~ Т) «Н-2^^^2. (16)

О

Можно показать, Тт> 3 (И суть полиномы по степеням ^/(т+2>. эт0 
получается, если искать решение уравнения (16) в виде ряда по сте­
пеням р. Коэффициенты полиномов можно вычислить заранее и по 
заданному р (t) сразу выписывать Т (t). Например:

Т1(3 = t - A pf/• + р2 - рз Г3 (2/3),

То 4 = t — — pf А + р2 Р (3^ f/. — рЗ f I. _L р4 Г* (3 / )
”4 Зн ' р Г(3/2) р Г(5/Ц - 9 L \ II)-

Поступило
26 VI 1950
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Поправка. В статье (3) уравнение (1) напечатано неверно. Следует читать: 
у” + Xq (х)у = 0. Там же в выражении решения уравнения (7) при условиях (9) и в вы­
ражении для Ф (х, ф пропущен множитель 1/л.
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