
Доклады Академии Наук СССР
1950. Том LXXIV, № 2

МАТЕМАТИКА
Н. Г. ЧУДАКОВ и Ю. В. ЛИННИК

ОБ ОДНОМ КЛАССЕ ВПОЛНЕ МУЛЬТИПЛИКАТИВНЫХ ФУНКЦИЙ

(Представлено академикам И. М. Виноградовым 19 VII 1950)

Недавно () мы рассмотрели новый класс вполне мультипликатив­
ных функций, изучение которых, по нашему мнению, интересно с точки 
зрения аксиоматики характеров Дирихле. Эти функции h (п), кроме 
условия мультипликативности, подчинены еще дополнительным усло­
виям: J

1° I h(n) I =0,1.
2° S(x) = b(n) ограничена для всех х^-1.

п<х
Такие функции мы назвали „обобщенными характерами". Простей­

ший пример А(п) таков: пусть А (1) = 1; hfp^^O, 1, р0 простое; А (у?)=0 
для всех простых р =f= р0. h(n) определяется, очевидно, своими значе­
ниями на „базе", т. е. на совокупности тех простых, для которых эта 
функция отлична от нуля. Приведенный выше пример показывает, что 
база п (п) может состоять только из одного элемента.

Авторы этой заметки поставили себе целью показать, что кроме 
этого примера h (п) не существует других таких же функций с конеч­
ной базой.

Эта работа опирается на исследования И. М. Виноградова, А. О. Гель- 
фонда и др. Основная идея настоящей работы и главные оценки при­
надлежат в равной мере обоим соавторам.

Теорема. Пусть вполне мультипликативная функция h (п) 
подчинена условию 1° и имеет конечную базу, состоящую более 
чем из одного элемента. Тогда:

sup | S(x) I = ОО. 
0<Х^оо

Эту теорему мы будем доказывать от противного. Пусть суще­
ствует обобщенный характер h(n), база которого состоит из простых 
Ръ Pz, ■ • у Ро Х>2. Пусть, далее, х0 (га) — главный характер Дирихле, 
основной модуль которого равен р3р^--р-к-

Ранее (*) было показано, что если h(n)— обобщенный характер, 
то и (га) = /0 («) h (п) также будет обобщенным характером. Но база 
"i (п) состоит уже только из двух простых. Поэтому ясно, что нашу 
теорему достаточно доказывать только для h (п) с двухчленной базой. 
Аналогичный прием рассуждения убедит нас в том, что достаточно 
рассмотреть только случай, когда h(n) отлична от 1 на элементах 
базы.

Обозначения. Символ А<^В для 
| А | <4с | В |, где с>0 и зависит только от 
.4x5 обозначает, что

I В | > 0 обозначает, что 
заданной функции h (п);
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Полагаем теперь:

Ш А) = ^ = (1 - А (р^У1 (1 - А (?) q^\
п=1

А (р) = е^, A (q) = (* ' 0<<р, ф < 2к, 

р и q простые и p=f=q.
Полюса функции L (s, А) пусть будут:

«■nt, (п = О, ±1, ±2,...),
где

_ <р + 2пп ф + 2тсп
Хя~1Г'

Ln = Res L (s, A), L'n= Res L (s, A), 
^=“лг s^ni

H(x) = S(ex).

f (x) определена для всех x>-0,
X

(a, /) = Hm x-1V f (u) e~auidu, 
X—>CO J

0

где a — действительное число.
((x)) — расстояние x до ближайшего целого.
Лемма 1. Если f (х) ограничена для х^О и интегрируема в 

любом конечном интервале, а ее неопределенный интеграл совпа­
дает с почти периодической функцией fx, то М (а, Я существует 
для любого действительно а., причем

Кроме того:
М. (а, /) = аь/И (a,

*=i

где С —supj/(x)|; аА (А = 1,...) — те значения а., для которых 
/) ¥=0.

Эта лемма легко следует из элементов теории почти-периодических 
функций.

Лемма 2. Если S (х) 1, то Ln и Ln п и ат=^$п для любой
пары целых тип.

Доказательство. Пусть s = ?) + ап1, т)>0; тогда

А (5, А) = у А (т) т Хп‘ т~^ = т} С (х) x~^dx, 
т=1 Л

где

Sx (х) = 2 Л (т) т
т^х
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Но
«л 1g * <d п 1g х,

откуда
(s, h) ^.п, Ln<^n.

Аналогично получаем и Ln<^in. Эти соотношения исключают воз­
можность существования двойного полюса, т. е. равенства an = рт.

Лемма 3. Пусть а и р — два положительных алгебраических 
числа, логарифмы которых линейно независимы; у— действитель­
ное число; — множество тех целых рациональных чисел п, для 
которых

№ + у)) < | п |-11g21 п |,

где = щу • Тогда 2 ТпТ"^00 пР11 любом у.

Доказательство. Пусть Д <[ <?2 <? • — последовательность зна­
менателей подходящих дробей числа -Э-; ц— совокупность тех 
n€^Y> Для которых справедливо неравенство:

ИД<1«К(р- + 1)^—1

для р = 1, 2,..., р.о, где р0 = [д !Д+1]; — число элементов ц!
^0

(§V= 2 (О'А Ц.

И=1
Тогда, применяя метод И. М. Виноградова (2) к оценке числа дроб­

ных долей величины п& 4- у, мы без труда получаем:

М, иО ^g2^^ 1,
откуда:

V — VI«I ш2

где йі= [lg2^+i]-
Но в силу известной! теоремы А. О. Гельфонда (3) мы имеем:

Таким образом: 
1g д+іС lg3'5^v-

ибо всегда
Переходим теперь к доказательству нашей теоремы. Классическая 

теория преобразований рядов Дирихле дает нам тождество:

И (и) du — 2exsL (s, h) ds.
0 (2)

Функция exsL (s, /z) ограничена как в области, где | а | > 1, так и 
на некотором счетном множестве отрезков s = а + Td, | п | 1, v =
= 0, ±1, ±2,... Поэтому мы можем контур интегрирования удалить в
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бесконечность слева от мнимой оси и, учтя все особенности функции 
L (s, h), будем иметь формально: J

f (х) dx = L'(0, h) — 2 ^e&nXi,
° л=-оо ал я=-оо

где f(x) = H(х) — L (О, А).
Чтобы полностью оправдать законность вывода тождества Ж 

достаточно показать абсолютную сходимость рядов в пЗ части )
Займемся первым рядом. Заметим, прежде всего, что *

Следовательно,
— h[q)q

Ln х ((Ян + у)) 
где * = Т,= (2^)-1(^-Ф).

Поэтому, прилагая леммы 2 и 3, получаем: 

п|>1 пс^ П и+ 2 И1^п<°°’

где множество всех п, не принадлежащих
Тождество0/^ЗЬ1ваем абсолютную сходимость и второго ряда, 
іождество (1) убеждает нас в том, что f(x) удовлетворяет rp™ ИЗ которой мы заклязч^ STTS W, В“еМ

Чебышева противоречит известной теоремештурХы^Л^
Обнаруженное противоречие доказывает нашутеорему.' ™ * "
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