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МАТЕМАТИКА
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О ПОЛНОТЕ СИСТЕМЫ ФУНКЦИЙ {~Ч В КРУГЕ 
С РАДИАЛЬНЫМ ВЫРЕЗОМ

(Представлено академиком. М. В. Келдышем 4 VII 1950)

1°. Пусть h (z) > 0 — ограниченная интегрируемая функция в обла­
сти Do, получающейся удалением из круга |z|<l радиуса argz = 7t. 
Отнесем к классу EE(h} все голоморфные в Do фунции f(z), для ко­
торых существует интеграл h(z)\f(z)\2dxdy.

Рассмотрим систему функций {z^n} в плоскости z, разрезанной 
вдоль полуоси (— оо, 0), где {Н} — любая последовательность возрас­
тающих положительных чисел. Если для произвольной функции 
f(z) б ЕЕ (A) inf (z) |/(z) — P\ (z) \2dxdy = 0, где {PJ — всевоз- 

ГхЧ п
можные суммы вида Saftz\ то говорим, что система функций {zx«} 
полна при весе h (z).

В случае, когда А„ =п — 1 (п = 1, 2, 3, ...), М. В. Келдышем было 
доказано (*), что система полиномов {zn} полна при весе A(z), если 
при весе h [z (Q] (где z (Q конформно отображает круг | £ | < 1 на 
система полиномов Q (Q полна в круге | К 1 и

1 1lira inf Inin,-,— : In -77-, > 1, (1)

где d (z) — расстояние от точки z до радиуса argz = ?t. В случае, 
когда верхний предел того же выражения меньше единицы, полнота 
не имеет места.

2°. Пусть h (z) > 0 — ограниченная интегрируемая функция в об­
ласти Do, ограниченная снизу при — к argz<^ — S (8>0 любое).

Теорема. Система функций {z^n} полна в области Do при весе 
h(z), если:

А. При zdD0
h (z) < Ah (zMa\ 1 < a < a0, (2)

где A и a0 — постоянные, а функция H p) = sup h (reiQ) такова, что 
0<г<1

Д , Л 1пЯ(7Г-») A । . ,при + 0 v = --------- f + 00 и имеет ооратную функцию

& = р (v).
Б. Числовая функция n(v) последовательности {А„} и функция 

р (т/) связаны условием 
в

И™ suP 5 {П + Й + Р ~ 1} ПГ = + °0' (3)
1

Следствие. Если для последовательности {А,,} 
R
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системы полиномов), то усло-(это имеет место, например, для 
вие Б теоремы заменяется условием

ln In ~ + °°’

Действительно, если имеет место (4), то условие (3) заменяется 
со

условием р (v) = + ос. С другой стороны,
R R

р (т) dv = р (R) In R — In v dp (v) =
i i

rd)
= /,(/?)In/? + J [іпіп^Д^ + іп (5)

P(R)

и условие (3) заменяется условием (З')- Условие расходимости интег­
рала (З') есть предельное усиление критерия М. В. Келдыша (1), так 
как при сходимости того же интеграла полнота полиномов, вообще 
говоря, не имеет места (2). Отметим, что условие А для веса h. (z) соблю­
дается, если h(ze^) = H(b), и функция Н(&) не возрастает, когда 
я)-» тс — 0.

Доказательство теоремы. Достаточно установить, что если 
в условиях теоремы для произвольной функции f (z)^H2(h)

h(z)f (z)z^ndxdy = 0 («=1, 2, ..(6)
К

то f(z) = 0. С этой целью рассмотрим функцию F(w) = ^h(z)f(z)x 
о« -

х zw dx dy, голоморфную в полуплоскости Re пу > 0, Д(Х„)=0 (п=1,2,...). 
Оценим рост функции F(w). По неравенству Буняковского имеем

IР (и + w) I
\

h (гею) e~^v d^-drA t (7)

где Alt А2, ... — постоянные, не зависящие от w. Из (7) следует, что 
IF (и + iv) | О А2екМ. (8)

Но при ц < 0 можно указать точную оценку, если | v | достаточно 
большое.

ПуСТЬ 0 < 7) тс (1 1 / «о) 0и тс — т) < & < тс, тогда 1 <----- <а0,
ТС — 7) и

&

и, по условию А теоремы, h(re®)^ Ah(rn 71 е^-Н) <С АН (тс — tj).
Пусть | ц | достаточно большое, так что tj = р (I v |) тс (1 —А / а0),

тогда при ц<0 имеем
Я ТС—ХМ) тс

\ h. (re*) e~r^vd^ = h (re*) e^d^R h (re*)
—тс —тс ТС—ХН)

< Д3е2[ге-АМ)]1М -р А^(п — р (| ц|) = A5e2[”-/’(l»l)]|»l.
Отсюда следует, что

\F(u + А6Н"--р(М)]М (9)
при ?)<0 и достаточно большом |ц|. 
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Предположим, что в условиях теоремы F(w) 0, тогда, по фор­
муле Карлемана (см., например, (3)) при R->oo

л/2

О<« 4/2

+ (ю)1 v У у
1

Замечаем, что

2 + + (»>
*n<R

тогда из оценок (8), (9) и формулы (10) имеем 

при R-*oo, что противоречит' условию Б теоремы. Таким образом, 
F(w) = Q. Отсюда, в частности, следует, что

р(^У) = й(г) f (z) z^ dx dy = 0 
d.

(n 1, 2, ...). (12)

Нам остается показать, что из условий (12) следует тождество 
= с этой целью при помощи функции = конформно ото­

бразим область Do на полукруг Ог (|Д)<Д, I arg£ I /2)- Тогда

\ \ й (z) |/(z) I2 dx P) 12 W) I21 dl |2 < + co,
D. d.

2

Dt

= 0, n = 0, 1, 2, ...

Обозначим для краткости й(£2) = ЙД£) и 2£/(£2) =Л (£); тогда

$$MW)WI2 = 0 («=1, 2, ...).
Dr

(13)

Докажем, что (13) имеет место и при п = 0. Рассмотрим функцию 
ф (да) =Д йх (ДЛ (Q С® I 2, голоморфную в полуплоскости Re w>0- 
Нетрудно видеть, что | Ф (те/) | = О (е7^). Предполагая, что Ф(те)^0 
и применив формулу (10) к функции Ф(теД легко приходим к про­
тиворечию. Таким образом, Ф (0) = 0 и, следовательно,

(п = 0, 1, 2, ...). (13')
Dr

Докажем, что система полиномов {Р(£)} полна в D± при весе 
ЙДД, откуда и из (13') будет следовать, что /(г) (?:) = 0.

Обозначим через РДЮ (0 < ₽ О / 2) сектор | £ | < 1, |arg £|<к/2-₽. 
После удаления из D± сектора ОДР) остаются два сектора, лежащие 
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в верхней и нижней полуплоскостях, которые, соответственно, обо­
значим через и DT (3). Выберем В (0 < 23 < тс / 2) таким образом, 
чтобы а0 и для наперед заданного г>0

55 (14)

otm D^m
Тогда при 1 < а гс — 2Р, в СИЛу (2),

m?)ia(ww<a 5$ мтеоад
otm otm

откуда, после замены переменного т = ?1/<х и из неравенств тс/2а < тт/2, 
(тс — 23)/2а тс/2— 23, следует

5$ h1^)\f1(^)\2\d^<A^ 55 MAIAWi2i^l2<Aa2e. (15) 

otm г>А2₽)
В силу ограниченности Ах(?) сверху и снизу в области —тс/2<: 

<arg?< — тс/2 + 23 и второго из неравенств (14)

5$ ^^\/і І̂Л)\2\аА2<А^г, (15')

£>Г(Р)

где А7 не зависит от а. Из (14), (15) и (15') заключаем, что

55 ЮIА(?)-АтI21I2< 55 А (?) IА (?) - АтI2 W 
О, ДДР)

+ А8г,
(16)

где А8 не зависит от а. Но AX(Q ограничена снизу и сверху в Z)1(3), 
следовательно, как нетрудно видеть,

а->14-0 J J 
аде)

А(?)1А(?)-А(?1/а)Гт2=°. (17)

Итак, для всякого е>0 можно выбрать х>1 такое, чтобы
55A(?)IA(?)-A(WW<> (18)
Di

Но если a > 1, ff |/х ^1/®) I21 dt 12 < + co, следовательно, inf J J \j\ (Alx) — 
Di {p}Di

— P(Q |2|(Z?|2= 0, и, так как йх(?) ограничена, то
inf £ C h, (?) ІЛ (?’/«) - P (q|21 |8 = o. (19)
(₽) Di

Из (18) и (19) следует, что inf \ h± (?) |/х (?) — Р(?) |2|б/?|2=0, чем и 
(А У

завершается доказательство теоремы.
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