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Целью настоящего сообщения является изложение одного метода 
построения интегральных уравнений для определения вектора скоро­
сти и давления при установившемся движении вязкой несжимаемой 
жидкости *.

* Этот метод в применении к задачам равновесия и движения изотропного упругого 
тела приводит к новым регулярным интегральным уравнениям математической теории 
упругости (V).

Рассмотрим следующие две задачи:
1 (внутренняя). Замкнутая твердая оболочка S, заполненная вязкой 

несжимаемой жидкостью, вращается с постоянной угловой скоростью со. 
Определить скорость и давление в жидкости.

2 (внешняя). Твердое тело, ограниченное поверхностью S, движется 
с постоянной поступательной скоростью и в вязкой несжимаемой жид­
кости, покоящейся на бесконечности. Определить скорость и давление 
в жидкости.

Вектор скорости жидкости должен быть правильным для первой 
задачи и регулярным для второй. Давление должно определяться 
правильной функцией в первой задаче и регулярной во второй.

Отнесем движение жидкости к системе осей, скрепленных с по­
верхностью S, и обозначим через Q относительный радиус-вектор 
точки Q жидкости. Будем предполагать, что вектор массовых сил F (Q), 
действующих на жидкость, не зависит от времени; тогда движение 
жидкости по отношению к подвижным осям будет установившимся.

Вектор относительной скорости vr (Q) и давление P(Q) удовле­
творяют следующим уравнениям:

grade? (4 &r + jP) + [rot<? v0, vj = F — wz + yr, 

diVQ vr = 0; vr = 0 на S,
где va — абсолютная скорость, wz — переносное ускорение. Пусть 
L — характерная длина и U—характерная скорость. Введем безраз­
мерные величины

,,UL 1 1 с І с оR ’ Ч — ~р~ Q> ua [J Fo (JI F w/ >

([дк, q] Г —— > ql] (первая задача),
у0_ I L и I W'1 — J L Lu JJ,

0 (вторая задача)
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и представим уравнения движения в следующем виде:

V? ua = Я (grad? 6 + [rot? ua, uo — v»] — Fo),

+ (1)

div3uo = 0. (2)

Преобразованную поверхность S обозначим через S. В точках s 
поверхности S вектор ий принимает значение V?. Область, занятую 
жидкостью, обозначим через Т, а точки этой области — через q или р. 
Направим нормаль и к поверхности S внутрь жидкости.

Лемма. Условие, необходимое и достаточное для того, чтобы 
вектор ио {правильный для первой задачи и регулярный для второй} 
удовлетворял уравнению (1), состоит в том, чтобы он определялся 
через граничное значение, нормальную производную и величины 9, Z= 
= [rotQuo, ua—v°j в следующем виде:

Ua(р) = А^у+ v)f0^ +А ^9(^)v«(f+ ^dq — X +^^—
Т Т т

— + + (А)
$ 5

где X = R / 4 п, Ао = х/4 к, а <р (р, q) — гармоническая функция относи­
тельно точек р и q в области S + Т.

Необходимость. Заменим в тождествах

I \ и 1(1 du0 , . 1 ( (д! г) ,
u„(р) — — т— 1 ~— dq — т— \ —^-ds + т— \ п„ ds,а'к' 4л: J г v 4п g г дп 1 4л: J а дп ’

О = — ~ ( сру; u0 dq — (ср ds + ( uo ds
4к J т v Q а 4 4тс J т on \ 4те J a on

Т S S

величину v| ua из уравнения (1) и сложим результаты. После надле­
жащего использования теоремы Остроградского—Гаусса получим фор­
мулу (А).

Достаточность. Вычислим

V’ ua = Ау; (у + ф) ГоЙ - (у + Ур е dq + 

т т

+ J п6 (у + ф) ds — Av; Z (у + dq — 

5 Т

— Ур $ (т + ?) (-“у - Япе) ds + Ао v^ Ua + ср) ds = 
s s

= -RVQ + Ryp^ + R7.,

t. e. уравнение (1) действительно имеет место.
Теорема. Пусть функция Грина у (р, q) проблемы Дирихле для

1
области S -\-Т известна: v (р, q) = G —(у = 0 на S). Построим сле­
дующую систему интегральных уравнений:
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V(p) = Vo+X^ 6(?)g(?; p)dq-^ [Q, V]y(?;p)rf?,
T T

6 (p) = %- \ 0 (?) e (?; P) dq + Xo \ ([Д V], g (p; q)) dq, (Б)
T t

Q (p) = Qo + X J e (?) e (p; q) dq + X J [[Q, VJ, g (p; ?)] dq, 
T T

где
g(p;?) = WY. s = (Vp,V?) G, e(p- q) = [Vp) v?] G,

Vo = X J yF0 dq + Xo J v° g ds 0o = - ~ diVp Vo,
T s

П0 = гофУ0 + rotpV?.

Если. V и 6 — решения системы (Б), то абсолютная скорость va и 
давление Р в жидкости имеют следующие значения:

+ (В)
Р = pt/2 (0 — у + const

Доказательство. Положим в формуле (А) о = G. В силу гра­
ничного условия для вектора V = uo — v” и для функции Грина по­
лучим первое уравнение системы (Б). Вычислим

diVp V= diVp Vo+Xdiv^0 (q)(yg О — ур ^dq —X div^[Q, V] y{q,p)dq= 
T T

= div^ Vo + 4 kX6 (p) + X J 6 (?) (vP,v9) G dq — X ([Q, V], Vp y) dq
T T

и учтем уравнение неразрывности (2); получим второе уравнение. За­
тем вычислим Q = rotp u0:

Q (р) = rotp (Vo + v?) + X rotp 0 (?) g (?, p)dq — \ rotp [Q, V] у (?, p) dq-,
T T

тем самым получим третье уравнение.
Система интегральных уравнений (Б) регулярна. Она состоит 

в общем случае из 7 уравнений; для плоских задач система несколь­
ко упрощается и состоит из 4 уравнений.

Если движение настолько медленно, что можно пренебречь не­
линейным слагаемым [О, V], то уравнения (Б) значительно упрощаются: 
в этом случае мы имеем одно линейное уравнение

0(Р) = 0о-^0(?Ы?,.РЖ (3)
т

решив которое, найдем

y(p)=^0+^4^S^P)dq, (4)
т

а затем вектор скорости и давление по формулам (В).
23



Решения системы (Б) можно искать в виде рядов, расположенных 
по степеням X и Хо:

0 = 4? + $, [П,¥] = ф, (5)

где и ф — ряды, расположенные по возрастающим степеням чисел 
Рейнольдса.

Функция <р легко определяется; она удовлетворяет интегральному 
уравнению

? (Р) = ?о — М £ (Р, 7) 9 (9) dq,
т (6)

?о= — divpV0.
Функции й и ф удовлетворяют следующей системе:

Я (р) = —Хо s (р, q) & (q) dq + Хо J (g (p; q), ф) dq, 
T T

= Фо + x 5 * (A ?) 0- (?) dq + X ^E (p, q) ф (q) dq + X2 ф2,
T T

где векторы ф0, ф2, f и тензор Е имеют такую структуру:

Фо=[МР), m (Р)Ь
k = Хо rot, J ds + J e (p; q) ? (?) dq,

S T

m = >-0\ v? + $g(?; p^^dq,

f=[e(A7), m(p)],
p, 0, 0) I 0, — ks ky

£ = {g(A?) m(P)}‘<0, 1, 0 (g(A?), m(p))-j kz, 0, -
lo, 0, 1 J I— ky, 0 .

Фа = Г J $ e dq + J [Ф, g (p; ?)] dq, J 0 g (q; p)dq ^ydq .
L t t t t ~

Вектор V имеет следующее значение:

v (р) = vo - X J е (A q) Q- <р + dq + X J [ф, g] dq. 
т т

(8)

y(a?)>

(9)

Для тех задач, где число Рейнольдса настолько мало, что можно 
считать Re2 = 0, интегральные уравнения (7) обращаются в линейные.

Вопрос о сходимости целых рядов
Re&i + Re2 Я2 +...

Ф = Фо + + Re2 ф2 + ...,
удовлетворяющих уравнениям (7), в общем случае требует специаль­
ного исследования.
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