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МАТЕМАТИКА

А. Ф. ТИМАН

ТОЧНАЯ ОЦЕНКА ОСТАТКА ПРИ ПРИБЛИЖЕНИИ ПЕРИОДИЧЕСКИХ 
ДИФФЕРЕНЦИРУЕМЫХ ФУНКЦИЙ ИНТЕГРАЛАМИ ПУАССОНА

(Представлено академиком А. Н. Колмогоровым 4 VII I960)

Пусть / (х) — непрерывная периода 2те функция. Ее интеграл Пуассона ТС
/ (Г х) = J / (х + t) Pr (t) dt, где Pr (t) = + (0 < r< 1), как

— те

известно, удовлетворяет соотношению Д (/, г) = max |/(х) —/ (г, х)| ^0
—г—>

Если, кроме того, дополнительно указано поведение модуля непре 
рывности функции f, то можно судить и о быстроте убывания к нулю 
величины когда г—>1. Некоторые оценки такого рода недавно
были получены И. П. Натансоном (х). В частности, для функций / (х), 
принадлежащих классу МН, т. е. удовлетворяющих условию Липшица 
[ / (х + h) —- f (х) I М | h. |, им установлено асимптотическое неравенство

А(/,г)< ^(l-Hln^+Od-r) (1)

и показано, что с точностью до второго слагаемого в правой части (1), 
при г—>1, это неравенство является асимптотически точным.

В настоящей работе для каждого 0 г<Д 1 я нахожу точную оценку 
верхней грани Д (/, г) на классе МН и получаю, таким образом, уси­
ление неравенства (1). Кроме того, для любого целого я рас­
сматриваю также класс МУДР функций периода 2тг, имеющих почти 
всюду производную р-го порядка, по абсолютной величине не превы­
шающую константы М, и для каждого определяю точное
значение верхней грани Д (/, г) на этом классе.

Теорема 1. Для каждого Q г<4 имеет место точное равенство

sup Д(/,г) = ^ (1(2) 
f £ мн 

где

«.=4 Ига1пт^ + 1)й' <3>
о

Примечание 1. Выражение (3) для zr показывает, что при r-> 12 
справедливо асимптотическое равенство ег =—(1+1п2)(1—г)+о(1—г).

Через Кп и Кп, как это принято, мы в дальнейшем обозначаем 
известные константы Н. И. Ахиезера — М. Г. Крейна — Ж. Фавара (2) 
из теории наилучших приближений:



Теорема 2. При любом целом р>1 для каждого 0<г<1 
имеет место точное равенство:

1 ~ 1 sup' =

(p-^P 4 4
-M 2 (4)

i=l ' 
1 1 1

arP) = ~ / arc tg• • • dtp,
r tp t,

если p четно, и 
(р^ 1 ~ 1

sup Д (Л г) = М 2 (2^4)! 10-4 -

(р-п/2 1 1
- М 2 (41 1^4 + ’ (5)

1=1

r tp t, 

если p нечетно.
sup Д (/, Q^MKp (p>l).

Примечание 2. Для суждения о поведении верхних граней (4) 
и (5) полезно иметь в виду, что при г->1

In 4-1-^ ^ = О[у~гу}, p^O^i-r^ln^ 

в чем нетрудно убедиться непосредственно.
Примечание 3. Если сравнить равенства (2), (4) и (5) с хорошо 

известными оценками С. М. Никольского (3) для верхних граней откло­
нений дифференцируемых функций от их сумм Фейера, то обращает 
на себя внимание точное совпадение констант, входящих в главные 
части верхних граней для соответствующих р в обоих случаях. Наряду 
с этим следует отметить принципиальное отличие в поведении оста­
точных членов.

Доказательство обеих теорем будем вести одновременно. Без огра­
ничения общности можно считать М=1. Кроме того, очевидно, что 
при любом р^-\ sup Д (/, г) = sup \f (г, 0) — / (0) |.

ОО

Из тождества Pr(t) = 1 + 2 2 Heos kt (0<?г<П) в результате 
4=1

/7-кратного (рУ> 1) интегрирования по частям находим, что

/ W - /(Б X) = — ( (t) 2 44 COS 4 (t - X) + 4]-
Л=1

Поэтому

SUP Д(Л Н = 4 SUP \ Pp.r W dt, (6)
fQwtp') y^wU>') a

—7V
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ОО

где Fp,r (t) = cos + ?)•

Нетрудно проверить, что функция Fp,r(t) для каждого 0<г<1 
при нечетном р имеет знак, совпадающий со знаком J^sin^, а при р 
четном знак функции FP,r(t) — />,г(тг/2) совпадает со знаком +cosZ. 
Поэтому, в силу периодичности f(x), из (6) следует, что

Таким образом,

sup

sup Д (/, г) =

р нечетно;

р четно.

л=о

1 _ /г*+1 
(2й + 1)р+1 ’ (7)

Из (7) уже непосредственно вытекает, что при р>\ имеем поря­
док: sup Д (У, г)~1 — г (г-^1).

Введем теперь в рассмотрение две функции, определенные на [0, 1];
4 ” 1 - х2^<рп (х) — — V-------- т—гт- (п 1);г ' ' п ZJ (2Л +1)^1 '

4 “ 1 г2^1

Можно убедиться, что для 0 < х <С 1 указанные функции допускают 
представление

1 *п t,
J—(8)

х О О

1 *П ti

= (9)
х 0 0

12 р 1 і і /
В частности, (х) = \ — In dt, или, как легко видеть,

+ 5 {і47іп2-ў^+і}^.
о

Но, в силу (7), sup Д (/, г) = <рх (г), что доказывает теорему 1. 
fQwW

Для доказательства теоремы 2 заметим, что
1 1 6t-i t,

9„М = т„_і(0)1пД--4^ 5 •••$7Дг57іп;4^^"-Л.
х tn ° О

1 1 1 /а
ф„(х) = ф„_1(0)1п^-4-^ 5 arctg^^^---^

tn 0 0 1 2
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после чего, в силу рекурентных соотношений

1 г 1
(-У) = фл—1 (0) \ “^“^л—1 (О

фл (X) = ф„_! (0) 1П

получим
л—1 ? р J dt,---dtb

(х) = 2 ' ' ' $ +
^=1 -X' /і 1

+(“ ($■ Д ln
х tn t,

= 2 -Чг ИО) іп^ + (-1 )«-<’, 
^=1

ф« w=5 (°)1п* 4- + и 1 а*’•
Для завершения доказательства теоремы 2 остается еще восполь­

зоваться равенствами:

sup Л(/, r) = ?2?+i(^>0); sup Д(/, г) = ф29(г)(7>1), 
/£ir(2?+l) /()М7(2Д

С Кп, п = 2т + 1, г Кп, п = 2т,
?л(0) = ~ Фи (0) - ~

’ Кп, п = 2т; 'Кп, п = 2т + 1.

Примечание 4. Теоремы 1 и 2 можно рассматривать как обоб­
щение известного неравенства С. Н. Бернштейна (4), к которому они 
сводятся при г = 0.

Примечание 5. Можно было бы показать, что теорема 1 остается 
в силе, если верхнюю грань в равенстве (2) распространить на более 
широкий класс квази-гладких функций, т. е. непрерывных периода 2т. 
функций, удовлетворяющих равномерно на всей вещественной оси 
условию

|/(х 4-й) — 2/(х) +/(х — Л) | < 2М | h |. (Ю)
Отсюда, в частности, вытекает:

Следствие. Для всякой непрерывной, периода 2т: функции, удов­
летворяющей условию (10) равномерно на вещественной оси и име­
ющей среднее значение по периоду, равное нулю, справедливо неравен­
ство \f (х^^Д^-кМ. Оно является точным.
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