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Эта заметка посвящена специальному классу вполне мультипли­
кативных функций А (га), подчиненных дополнительным требованиям: 
\°\h(n)\ = 0> 2° S (х) = 2 (п) ограничено для всех

п<х
Такие функции являются естественным обобщением неглавных 

характеров Дирихле (х). Ниже будет показано, что некоторые свойства 
функций х (п) обобщаются и на функции h (га).

Прежде всего заметим, что А (га) определено своими значениями 
для тех простых р, для которых h(p)#=0. Совокупность таких про­
стых мы называем базой h (п). Эта база может состоять только из 
одного элемента, как показывает пример: пусть р0 — любое простое;

1 иЛф) = 0 для всякого другого простого р р0, h(X) = 1.
Однако, как это будет показано в другой заметке, не существует 

функции Л (га), база которой состояла бы из конечного числа N эле­
ментов для Нам пока неизвестны примеры h(n) с бесконечной
базой, кроме характеров Дирихле.

По аналогии с функциями х для функций h (га) можно устано­
вить понятие первообразного и производного характеров. Прежде 
всего заметим, что если характер h (п) умножается на главный харак­
тер Дирихле, т. е. на функцию Xo(w)> то произведение f (п) = Хо(/гМ(п) 
будет также характером; в самом деле, для доказательства достаточно 
рассмотреть тот случай, когда Хо(га) обращается в нуль только для 
одного простого числа р0; но тогда

'Z h(n) —h(p0) 2 M«)C sup|2A(«)|-
п<х п<х п<хрХ

Характер Л (га) мы будем называть производным, если h (га)=Хо (п) К (п), 
причем К (га) также характер, но база еТо шире базы А (га). Если же 
для данного h (п) не существует такого представления, то h (га) назы­
вается первообразным характером.

Среди характеров А (га) особое место занимают те, база которых 
состоит из почти всех простых, т. е. за исключением, может быть, 
конечного числа таковых. Было высказано (А. К. Павлючук) предпо­
ложение, что этот класс функций совпадает целиком с совокупностью 
неглавных характеров Дирихле.

В подтверждение возможной справедливости такой гипотезы можно 
привести следующие факты. А. И. Климов показал, что если характер 
h (га) и характер Дирихле х («) совпадают друг с другом для всех 
простых р, кроме, может быть, одного, то они совпадают всюду, т. е.
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и во всем
А(«) —х(«)- Отсюда следует, между прочим, что действительный 
первообразный характер Дирихле является первообразным 
множестве функций А (п). F

Далее было показано, что А (л) = (-£), т. е. символу Лежандра, 
если | S (х) |< 1 и А (л), принимая только действительные- -- \ -/7 — дснииигсльные значенияобращается в нуль только для одного простого р0 (Полосуев).

Для обобщенных характеров А (л) можно определить функцию

L(s,h) = 2ф, 
Л=1 п

которая правильна в полуплоскости Res>0. Эту функцию мы будем 
называть обобщенной A-функцией.
и теорем? обыкновенных А-функций могут быть перенесены
и на обобщенные A-функции. Из них отметили только две.

1 Іусть А (п) — действительный обобщенный характер; тогда суше- 
ствует такое натуральное М, которое определяется равенством:

И4 = max IS (х) |.
1О<00

Т еорема 1.

£(1, для М^2.

Доказательство. Полагаем

= т’ “ va h (v) 2 A“ (a = 0, I, 2), /n=HW. 
v=l k=l

Легко видеть, что, с одной стороны:

So — 2^ + S2 = 2 (т — п)2 2 W)> 2 (т — «2)г > 4- тЧк (1)
"“1 din пг<т

С другой стороны, полагая — = мы непосредственно
получаем:

т
S. - 2S, + S, < f I (1, Л) + ‘ 2 й м ф m (2)

v=l

где Ф(^) = ^(^_ i)p_i/2).
Наконец, частичное суммирование дает оценку:

2 A (v) v2 Ф (&v) (3)

(1), (2) и (3) доказывают нашу теорему.
Так как для действительных характеров mod А мы имеем S (х) < J/Flg А, 

то из нашей теоремы следует, что£(1, х) > (28 J/A 1g А)Д т. е. резуль­
тат, близкий к известной оценке снизу £ (1, х), найденной Педжом.

Теорема 2. Пусть А (л), Aj (л) и А (л) А2 (л) — действительные 
обобщенные характеры; числа М, и М2 имеют соответственно 
для функций A, hv и ййг тот же смысл, как и число М в теореме 1; 
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Ф (s) = £ (s)L (s, h) L (s, h^L (s, hhj; у = L (1, h.) L (1, h^L (1, hhj); действи­
тельное а таково, что 0 < a < 1 и 6 = -j- (2 — а)< 1.

Тогда
(’~J) у (1 - я)’1,

где a<s<.\, c=(—\gb)\ с1 — постоянная, зависящая только от 
выбора числа а.

Доказательство этой теоремы в основных чертах следует методу

Эстермана (2). Так как Ф(«)-^т = 2 (^-y)(s-2)m правильна
772=0

в круге | s — 2| С 3/2, то

(₽m-Y)(s-2)m<4 ПРИ ™o=[lg^«(lgi) ‘] + 1, 

откуда мы получим искомое неравенство, если заметим, что Вт 0 
для любого т и Ф (2)^-1.

Теорема Зигеля (3) для обычных А-функций является следствием 
теоремы 2, если положить h (п) = у (п) и (п) = Xi (п), причем выбор 
точки s и функции Хт (/г) осуществляется следующим образом: если 
все L (s, х) 0 внутри (1 - ~, 1), то Z1 («) = X («, 4), s = 1 - ; в

противном случае в качестве Хь берется характер наименьшего модуля, 
который имеет нуль в указанном интервале, a s равно этому нулю. 
В силу такого выбора Ф(х)<^0, что, после элементарных расчетов, 
доказывает теорему Зигеля.
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