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Многие задачи математической физики сводятся к решению волно­
вого уравнения

Av + Hv = - F (М) [М = (х, у, z)] (1)

в неограниченной области.
Однако решение этого уравнения одним требованием определен­

ного порядка роста на бесконечности определяется неоднозначно. 
Поэтому для выделения единственного решения, соответствующего 
расходящимся волнам, искомое решение следует подчинить некото­
рым дополнительным условиям (принципу излучения).

В. С. Игнатовским (*) было указано, что искомое решение можно 
искать как предел решения волнового уравнения с комплексным 

+ К (е > 0) при г -» 0; это в случае задач электродинамики 
соответствует стремлению к нулю проводимости внешней среды. 
Однако существование этого предела им было установлено лишь для 
конкретной задачи дифракции электромагнитных волн на бесконечно 
длинной проволоке.

Зоммерфельд (2) показал, что если решение волнового уравнения 
подчинить на бесконечности дополнительному условию

lim r(^— ikv^ = О, (2)
Г—>оо У

то можно обеспечить однозначность решения. Получающееся при 
этом решение представляет собой расходящуюся бегущую волну. 
Это условие вошло в литературу под названием „принципа излуче­
ния Зоммерфельда". Однако соотношение (2) нельзя рассматривать 
как единообразный принцип, так как оно видоизменяется в зависи­
мости от области решения волнового уравнения.

Способ выделения единственного решения, предложенный Игна­
товским, свободен от этого недостатка и может рассматриваться как 
единообразный принцип излучения. В дальнейшем изложении мы бу­
дем называть его „принципом предельного поглощения".

В несколько иной форме подход к единообразному выделению 
расходящейся волны был предложен А. Н. Тихоновым и А. А. Са­
марским (3). Согласно их принципу, искомое решение волнового 
уравнения должно быть предельным значением при t -> оо амплитуды 
решения уравнения колебаний

4 F W
917



с нулевыми начальными условиями.

и (М, о) = о, (М, 0) = 0.

Этот принцип естественно назвать „принципом предельной ампли­
туды “ •В настоящей работе показано, что в применении к решению вол­
нового уравнения в области между двумя параллельными плоскостями 
с нулевыми граничными условиями принцип излучения в форме пре­
дельной амплитуды или предельного поглощения выделяет един­
ственное решение, соответствующее физическому требованию пред­
ставимости в виде расходящихся волн. При этом полученное решение 
удовлетворяет на бесконечности некоторым аналитическим условиям, 
по виду аналогичным условиям Зоммерфельда. Удовлетворение этим 
условиям является достаточным для обеспечения единственности ре­
шения. В § 3 обоснована применимость принципа предельного погло­
щения к дифракционным задачам.

§ 1. Рассмотрим решение уравнения колебаний

Ан - (34) е~^ (3)

в области между двумя параллельными плоскостями z — 0 иг — /, 
удовлетворяющее условиям

= в|^=0’ “W0)=0. ^(МО)ГО,

причем F (М) — локальная функция, т. е. функция, отличная от нуля 
лишь в ограниченной части пространства.

Это решение имеет вид:

Я=—ОО r<ct

мм Fn (М) е~іы‘‘
/- _  Му
мм

(4)

где Fn (34) — последовательные отражения функции F(M) от плоско­
стей 2 = 0 И 2 = /.

Нами доказано, что при t^oo существует предел Иш и(М, t) =

= v (34), где

v (34) =
gkrMMp (Af) 

-------—------
ММ

(5)

причем функция v (34) удовлетворяет волновому уравнению. 
Доказательство этого положения основано на изучении ряда

“ ! Г /р’+[г-(2/п+г0)Г Jk V g'+\z-{2ln-z.W 1
G (*0, p, 2) = ~ ^+[z-(2/n=T^p ) (6)

Можно доказать, что этот ряд сходится равномерно по z и по р при 
0 г ^ / и р О /б

Этим мы показали, что принцип предельной амплитуды одинаково 
применим как для неограниченного пространства, так и для слоя 
между двумя параллельными плоскостями.

§ 2. Принцип предельной амплитуды позволяет найти аналитиче­
ские условия на бесконечности, которым должно быть подчинено 
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решение волнового уравнения для выделения единственного решения, 
представимого в виде расходящихся волн.

Пользуясь представлением функции источника волнового уравне­
ния в виде ряда (6) и ее разложением Фурье

G (?0, р, z) = 2 Ст (Р> z^ sin ~Т z’ <7)
m=l

где 
. пк _________ ,

Ст (р, z0) = - (^Р /1 - ® (8)

.легко доказать следующую теорему.
Теорема. Однородное волновое уравнение

Дц + й-п = 0 (9)

в слое между двумя параллельными плоскостями z — 0 и z = I 
имеет только тривиальное решение ^ = 0, удовлетворяющее крае­
вым условиям

v = 0, ц |г4 = 0

.и условиям на бесконечности

Урфт конечно при р -» ОО,

= (10)
Р->СО Ч У

®о

где vm — коэффициенты разложения функции v = z, а
т=1

.km имеют вид km = k]/ — т2- Число условий. М—^.

Парциальные условия излучения (10) выделяют единственное ре­
шение волнового уравнения, представимое расходящимися волнами. 
Это решение совпадает с решением, выделяемым принципом предель­
ной амплитуды. Легко показать, что и принцип предельного погло­
щения выделяет единственное решение волнового уравнения в об­
ласти между параллельными плоскостями z = 0 и z = I, удовлетво­
ряющее на бесконечности парциальным условиям излучения.

§ 3. Перейдем теперь к дифракционным задачам. Пусть в неогра­
ниченном пространстве помещено некоторое ограниченное тело К 

■с границей S. Требуется найти единственное решение уравнений

д»+^ = ~/w (И)
где 4. = W + 'w внутри к _ W + w вне *

.ограниченное на бесконечности и удовлетворяющее краевым условиям

Оказывается, что если во внешней среде а» = 0, то одного требо­
вания ограниченности решения на бесконечности недостаточно для 
■обеспечения единственности решения дифракционной задачи. Рядом 
авторов (4-7) было показано, что можно обеспечить единственность 
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задачи, подчинив решение дополнительному 
ности

Иш г — iku ) = 0. 
jo У

условию на бесконеч-

Нами показано, что если то одно требование ограничен­
ности решения на бесконечности достаточно для обеспечения един­
ственности. При этом как само решение, так и его производная по 
радиусу экспоненциально убывают на бесконечности.

Воспользовавшись интегральными представлениями решений при 
о и — 0, которые имеют вид:

1 ССР оікн'мм

v d d мм

+ 4” - Д $ $ $ « (М) (12}
Л мм

1 С С С ,

ММ 

ik^r -
+ і 5 S «о (13>

д мм

можно показать, что решение уравнения (12) вляется непрерывной 
функцией параметра вн и при ан -»0 стремится к решению уравне­
ния (13).

Таким образом, принцип предельного поглощения оказывается 
применимым и для выделения единственного решения дифракционной 
задачи. Аналогичные рассмотрения проведены и для уравнений Макс­
велла, описывающих дифракцию электромагнитных волн. Полученные 
результаты позволяют рассматривать принцип предельного поглоще­
ния как-общий принцип излучения.

В заключение приношу глубокую благодарность проф. А. Н. Тихо­
нову, по предложению и под руководством которого выполнена эта 
работа, а также А. А. Самарскому за ценные указания.

Поступило 
9 V 1950
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