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МАТЕМАТИКА

И. М. РАПОПОРТ

ОБ ОДНОЙ ВАРИАЦИОННОЙ ЗАДАЧЕ В ТЕОРИИ ОБЫКНОВЕННЫХ 
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ С КРАЕВЫМИ УСЛОВИЯМИ 

(Представлено академиком М. А. Лаврентьевым 16 VI 1950)

Мы рассматриваем ниже дифференциальное уравнение

х" (t) + Хр (0 х (t) = 0, (1)
с краевыми условиями

х(0) = х(Т) = 0, (2)

и для неотрицательных функций р (t), суммируемых в интервале 

(0, Г) и удовлетворяющих условию нормирования ~р~ Р 
о 

устанавливаем неравенство: Xn(p)<Z-fr> которое, как мы показываем 
далее, не может быть улучшено. Мы доказываем также, что собствен­
ное число Хп(р) может принимать значения сколь угодно большие.

Пусть xn(t) -п-я собственная функция краевой задачи t0 = 0, t„... 
..., ^-i, tn = T — ее нули. Предположим для определенности, что в дан­
ном интервале tk<t<tk+i функция xn(t) положительна. Из уравнения 
(1) следует

4+1
$ p^xn^dt. (з>
tk

Так как в интервале (^, ^+1) производная x"n(t) не принимает 
положительных значений,

, ____ -------------
+ wr1-+('»+, >г‘ при tk t < ^+і (4)

Неравенство (4) может переходить в равенство лишь в том случае, 
t

если p(t)dt — кусочно-постоянная функция с одним разрывом внутри
tk

интервала (tk, tk+i). Из (3) и (4) следует:
^4-1

хп с р (t) dt > z *— [%; (^) - < (^+і)] {к О'1 - к (> 
п J 4+1 k

так как наименьшее значение функции и + — в интервале 
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равно 2. К тому же неравенству (5) мы придем и в том случае,если 
предположим, что функция хп(0 в интервале отрицател .

^Суммируя ^неравенства (4), соответствующие всем подинтервалам 
интервала (О, Т), найдем:

1
z2 — Zj

= 4 +...+5^) ft+- У+• • •+(?■ - w =
72 *2—Ч 7 1 /

= _^Гп+т^-+Ь^1.+..^>-^-[п + п(п-1)] = ^, (6) 
72 \ Ч—‘1 Ч '

что и требовалось доказать.
Полагая p(t) = ПРИ у — е у /г) + е>

й = 1, 2,..., п, р (t) = 0 в остальных подинтервалах интервала (О, Т), 
найдем, что при

0<^<т) (/)
дифференциальное уравнение (1) имеет

х = (- 1 )*+* - г) sec 9 cos
решение:

—. п 4

Т144-4)-.<«40-4-)+е'‘“1’2--'';
х = (-1)'0~^) ‘“°-1......

в остальных подинтервалах интервала (О, Т). Это решение уравнения 
П) непрерывно вместе с первой производной в интервале (и, / 
удовлетворяет условиям (2) и имеет п-1 нуль внутри интервала 
(О, Л. Следовательно, формула (7) определяет в этом случае п- 
собственное число К. Как видно из формулы (7), при достаточно
малом е \п будет сколь угодно близко к пределу р . тс

Полагая р (О = 0 при 0 < 

Р^ = yf42(e) при

tg Ф _ — 2ф 4е 
т

4f<2e; p(t) = ^ 
<Т, где С = £ 

I, найдем, что при

1 Т —4г 8_ 
еГ Т — 2г + Р

А — 4гГ Т— 2г Р
(8)

2 ’

Ф

уравнение (1) имеет решение:

х = 2 у- ПРИ 0<£<2е;
____  Т

X = yt—s при 2г<^<-2~;

— s cosec ф sin 2ф 0 -—ПРИ "у

непрерывное вместе с первой производной в интервале (О, Л, удо­
влетворяющее краевым условиям (2) и не имеющее нулей внутри 
интервала (О, Г). Следовательно, формула (8) определяет в этом 
случае первое собственное число Хг Как видно из формулы (8), при 
достаточно малом е уже первое собственное число может принимать
■сколь угодно большие значения. Поступило 
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