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Теория функций комплексного переменного является мощным алго­
рифмом при изучении плоских потенциальных течений идеальной не­
сжимаемой жидкости. Вполне естественно возникает вопрос: суще­
ствует ли класс трехмерных течений, которые можно исследовать с 
помощью теории функций комплексного переменного?

Легко показать (1), что потенциальное движение голономной 
системы в конфигурационном пространстве есть проекция вихре­
вого из пространства с числом измерений на единицу выше, чем 
собственное пространство системы.

В применении к гидродинамике эта теорема позволяет построить 
широкий класс вихревых течений в трехмерном пространстве, опре- 

' деляемых функцией комплексного переменного. Тем самым теория 
функций комплексного переменного приобретает вихревую интерпре­
тацию.

Теорема 1. Аналитической функции F(£; — (х,у, t) + гф (х,у, t) 
комплексного переменного £ = х + iy, зависящей от времени t как 
от параметра, соответствует класс трехмерных вихревых тече­
ний идеальной несжимаемой однородной жидкости под действием 
потенциальных сил. Если f (х, у; t) = a, g (х, у; t) = b — интегралы 
системы дифференциальных уравнений х= д^ / дх, у = д<р / ду, то 
поле скоростей соответствующего класса течений будет:

vx = d<f>ldx, Vy — d^jdy, vz = + h(f, g), (1)

а поле вихрей

+ & ^dfMd^ ^ = 0. (2)
of oy og dy - of ox og ox v ’

Давление определяется формулой

P = c(t}~^ + ?U-f(X.\^ + zy), (3)

а поверхности, no которым движутся частицы жидкости суть: 
1) крылья

f(x,y;t) = a, g{x,yt) = b- (4)
2) фюзеляж

2 = $ X (О dt + th (Л s) + 9 (f, g), (5)

где к (t), с (t), h (f, g), q (f, g) — произвольные функции.
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Доказательство. Дифференциальные уравнения, которыми 
определяется движение рассматриваемой жидкости, имеют следую­
щий вид: J

• • • dvr dv., dv,

dv a и
ДГ + &yvz' — ^z“Vy = ,

ДГ + = H=U_±P_J_{V2+V2 +

dv, _ „ Ai-r
~dF + QXVy — £iyVx = .

Уравнение неразрывности тождественно удовлетворяется, если поле 
скоростей имеет структуру (1). Уравнения Громеко — Лемба запишутся 
в виде:

____L7,2A_ d fd? 1 2> dH
dx \ dt 2 2 у дх ’ ду \ dt 2 zy ду ’

dvz , <^dy_ , ^z d^_ dH (*)
dt ду ду dx dx dz ‘

Первые два из них тождественно удовлетворяются, если давление 
определить формулой (3). Третье уравнение обращается в следующее:

л. Г— + — Л д- d^ dg dv\ днdt df^dt dx dx + dy ДД)+~д^^ + ~дД + =

или x = dH I dz.
Вычислим H:

Отсюда находим, что dH/dz = i т. е. последнее уравнение си­
стемы ( * ) также удовлетворяется. Остается рассмотреть закон дви­
жения жидких частиц. Совершенно ясно, что уравнения (4) опреде­
ляют цилиндрические поверхности, по которым движутся частицы. 
Вычислим vz, имея в виду жидкую поверхность (5):

। к , + dh , , ~dr-^ + h + t-^' = l + h = vz.

Теперь наша теорема доказана в полном объеме.
Для установившихся течений применение теории функций ком­

плексного переменного значительно упрощается.
Теорема 2. Аналитической функции комплексного переменного 

= ? + соответствует класс трехмерных установившихся 
течений швальной несжимаемой odHopodnoii жudкocmu:

vx — ivy = dF I dx,, -Цг^0(ф) (6)

(6 — произвольная функция). Течение (6) ectody вихревое-.

Qx - iHy - = o. (7)

Давление onpedeAHemcu формулой-.

p^c + ^U---- ~p\dFldZ{2. (8)
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Поверхности тока состоят из двух семейств: 
1) крыло:

^(х,у) — а-,
2) фюзеляж:

z = 0 (ф) {| / dF^ dF]^a + а (ф). (9)

Доказательство проводится точно так же, как и в общем случае. 
Итак, каждому плоскому потенциальному течению ставится в соот­
ветствие трехмерное с плоским вихрем.

Рассмотрим, например, функцию 
F = In С, соответствующую источнику 
в плоском движении. Здесь крыло можно 
взять в виде плоскости zx, а фюзеляж — 
в виде параболоида вращения. Линии тока 
определяются пересечением плоскостей, 
проходящих через ось z, с параболоидом. 
Проекцией течения на плоскость ху яв­
ляется известное потенциальное плоское 
течение вблизи источника. На рис. 1 дана
фотография модели поверхностей тока 
для этой функции.

В качестве второго примера рассмотрим 
функцию F — In С Здесь крыльями бу­
дут круговые цилиндры с осью z, а фю­
зеляжем, в частности, геликоид. Проекцией 
течения на плоскость ху является извест­
ное плоское течение вблизи точечного вих­
ря. На рис. 2 дана фотография модели 
поверхностей тока для4этой функции

Каждой функции комплексного переменного 
•определенное крыло. Фюзеляжи данного крыла

Рис. 1

соответствует вполне 
образуют некоторое

множество. Представляет интерес вопрос 
о характеристическом свойстве фюзеляжей 
данного крыла.

Теорема 3. Для того чтобы поверх­
ность z~ V (х, ў)с можно было рас­
сматривать как фюзеляж при данном 
крыле ф(х,_у) = а, необходимо и доста­
точно, чтобы функция V удовлетворяла 
следующему уравнению:

D [ВД ф1=0 
D(x,y) | D(x,y) ’ Ч (Ю)

Необходимость. Из уравнения фю­
зеляжей имеем:

dz дф
дх ду =0(Ф). ду дх

р „ Исключая функцию 0, приходим к урав­
нению (10).

Достаточность. Пусть условие (10) выполнено. Тогда будем 
иметь:
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Рф dV ді/ . ... 
дх ду ~^7Tx~J W-

Поверхности тока определяются интегралами системы

из которой находим
дК dx д V dy 
дх dz ду dz ’

т. е. z— И + с — уравнение фюзеляжа.
дать чт^™^™ Функци/Й комплексного переменного можно утверж- 
fL ’ ° 6 цилиндр (с осью г) с простой замкнутой образующей

^у cooSZ”

В самом деле, любой такой цилиндр можно получить из коугового 
-ого конФ°Рмного отображения. Семейство фюзеляжей УКруго- 
ствуюпща ДРЭ ПРИ ЭТ°М образовании перейдет в новое, соответ- возникающему крылу. Естественно поставить вопро° J ха­
рактеристике всех возможных фюзеляжей. Р

^емжеЛ- .

x-a + dW^d^, у = ^ — dW / да, Z=a~dW/d$, (Ц) 
°^адает тем сво^ом, что функция W (а, &) удовлетворяет еле 
ующему уравнению в частных производных четвертого порядка:

D (S, a) ID (а, 3) = О, 
где а = -у dWj да, S — А / В,

(12)

А = AГб — ААЛАААЕ_2АЛ if, ,
А ІЛ дад^ ) да А даз dps да A (j + Юрў] +

4- А. Г< 1 д2І^у . 1 / , ^ІГуі
К Д да- ) + A? Q ) J ,

в = 1 + А. ГЛ 1 + A AY _ д Лі _l

л _ 1 , й2» <w 
1 + да*

д d*W у

чит?еЖлС™ТеЛЬТ°’ ДЛЯ полУчения всех фюзеляжей необходимо исклю­
чить функцию ф из уравнения (10) и уравнения Лапласа у2Ф = 0
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