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УРАВНЕНИЙ

(Представлено академиком С. Л. Соболевым 31 V 1950)

Смешанная задача для гиперболических уравнений исследовалась 
многими авторами. Однако до сих пор остался открытым вопрос 
«о существовании классического решения этой задачи по всей области 
задания уравнения.

Решению этого вопроса и посвящена данная работа.
Уравнение гиперболического типа

І, 7=1 4 г=І

задано для ^>0 и точки X = (хь ..., принадлежащей области £1*,  
граница которой Г состоит из кусочно-гладких самонепересекающихся 
поверхностей. Коэффициенты ау(Х) обладают в Q непрерывными про­
изводными по Xi до порядка + 3, a bi(X) и с(Х) — до порядка 

Ш+2-

* Односвязность £1 не предполагается.

Для функции 9(А”Д) существуют непрерывные вплоть до границы 
производные

д^+^ (X, t)
dtk°dxkl- ■ • dxkn

для 0 k0 -j- k ["у ] +4, 0<^<^2^+2,

такие, что
dkA-k^ 

dtk°dxkl • • • dxkfl
< Се^,

где С и ^ — некоторые постоянные и

= 0> ^ = о,1,..-,Ш + 3-
L 2 J
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Выполнение этих требований для функции <р гарантирует для 
функции 

СО

ф(ХХ) = Х = Х1 + А2,
и

оценки

дк^ 
дхк1- ■ • дхкп

£ = 0,1,..., [4г] +2. (2)

При перечисленных условиях строится решение и (X, t) уравнения 
(1), имеющее непрерывные вторые производные, когда точка X нахо­
дится внутри Q, а ^>0, удовлетворяющее начальным условиям

и |^=о = 0, ди 
dt = 0, 

к=о

принимающее в среднем нулевые предельные условия, именно:

Нт -1Д uPdQ = 0, 
r-X) r J 

sr
(3>

где Sr — контурная полоса ширины г, и такое, что 

существует и ограничен в' любом конечном промежутке изменения
[о, л.
Доказывается, что такое решение единственно.
Переходим к построению функции u(x,t).
Применяя к уравнению (1) преобразование Лапласа по переменной 

t и обозначая

v {X, X) = и (X, t) e-^dt,
о

ф (X, X) = J ф (X, t) e~Mdt, X = Xj + zX2, Xj > x; > x0 > o, 
0

получим уравнение для определения функции V:

ij I \ J / i I-

с краевым условием Лг = 0.
Заменим уравнение (4) разностным, вводя при этом обычные в ме­

тоде сеток обозначения (г):

и №=2 Н 2 S ™ =х2^ + (5>
IJ 1 S J/ I I
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Совокупность узлов кубической сетки, лежащих внутри Ц обозна­
чим через (Дх, = к).

Умножим (5) на v и просуммируем его по всем внутренним узлам 
Qa. Затем, используя граничное условие v | г = 0, произведем сумми­
рование по частям в двойной сумме 2- Тогда получим:

Лп2{-2<  ̂ + + (6)
V ‘ 1 І 1 ’ НЛ

Беря X' достаточно большим, мы можем получить из (5) оценки:

л"2і^і2<^А"2іФіг,
ч 1

где постоянные Ci зависят лишь от коэффициентов уравнения (1).
Из (7) видим, что решение разностного уравнения (5) единственно 

и, следовательно, существует.
Используя уравнение (5), можно получить оценки вида:

2 2 <
h

1~х Л*Л 2 Г И 1«*33 3 X2"-1-» тДДтг > '-1.....  4 +2- <S)^k=0^k k J 
h

Постоянная С4 зависит от £2' и Q"c:Q, причем Q' есть любая область, 
лежащая строго внутри £2".

Пусть h. по какому-либо закону стремится к нулю (например, 
/г=1/2т, т-^оо).

Распространяя теорему вложения, доказанную С. Л. Соболевым (2), 
на случай разностных отношений, получаем равномерную в любой 
внутренней подобласти £2' области £2 сходимость некоторой подпосле­
довательности vn* (а также &vhkl&xh Д^^/ДхДхД при 
к функции v (соответственно dv/dxt и d^vIdx^Xj), которая и будет 
решением поставленной задачи.

Для функции v выполняется условие (3).
Кроме того, для функции v имеют место следующие оценки:

dlv 
дх^ dxfr

* Для уравнения (4) доказывается теорема единственности, именно: если дважды 
непрерывно дифференцируемая внутри £2 функция и удовлетворяет уравнению (4) 
для ф = 0, если j ф>2 + S ггф) d£2 ограничен и выполняется условие (3), то v = 0.

- „ 2 1 *
Изэтой теоремы следует, что вся последовательность vh будет равномернр для каж­
дой подобласти £2' области £2 сходиться к прёделу V. 
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для любой подобласти £2'c:£2"ci£2. Постоянная С4 зависит от обла- 
-стей £2' и £2".

Условие (2) совместно с оценками (9) гарантирует решение пре­
дельной задачи для уравнения (1), обладающее вышеуказанными свой­
ствами.

При л = 2 решение u(X,t) будет непрерывно вплоть до контура 
Г и функция и | г = 0.

Поступило
27 V 1950
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