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(Представлено академиком А. Н. Колмогоровым 22 V 1950)

1. В определении базиса, данном Банахом, каждому элементу про­
странства Банаха Е ставится в соответствие ряд по системе {хп}

сп (х) хп, (1)
я=1

который сильно сходится к элементу х. Коэффициенты сп(х) опреде­
ляются элементом х однозначно. Если в этих условиях сильную схо­
димость ряда заменить слабой сходимостью, то, как известно, ника­
кого обобщения понятия базиса не получается. То определение 
базиса, которое мы дадим сейчас, будет опираться на методы сумми­
рования числовых рядов.

Пусть дана числовая матрица

которая обладает следующими свойствами:
1) lim tik = 0, k = 1, 2, ...;

2) lim Ti = 1, где Tt = tn + tt2 + ... + t,k +• ■
—>co

3) существует постоянное число С такое, что Nt < С, где

Nl = I til I + I ti2 I + • • • + \tik I + . . •

Определение. Систему элементов {xj {xi с E, || xt || = 1, i = 1, 2,...} 
будем называть Г-базисом в пространстве Е в том случае, если каж­
дому элементу х ставится в соответствие ряд (1), для которого эле­
менты сп (х)

(к ) = tni (х) + tn2 S2 (х) -|- ... -(- tnk Sk (x), (2)
k

где S*(x)= 2 cn(x)xn, определены и сильно сходятся к элементу х. 
П=1

Ряд (1) по элементу х определяется однозначно, ряд (2) сходится 
сильно (это предположение можно не делать, например, достаточно 
слабой сходимости ряда (2)).
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Без труда можно показать, что 
сом Но, с другой стороны, легко 
не будут базисом Банаха.

Пример. Пусть

всякий базис Банаха будет Т-бази- 
построить такие Т'-базисы, которые

Т’-базисы с такойЧезаро Легко видГтУчтоА ХХаХГ "
тонометрическая система образует бази^Че^™^^ Функций три­
берта Н также сущестнуютХ^ Гиль-
Банаха. УЩествуют базисы Чезаро, которые не будут базисами
“ и. ’ Хен™»» "

хп — еп — еп^{ , п = 1, 2,...
/Цля системы элементик fr і ттоп^лСопряженной системой даяХ} будеГси^

MJ ? * ZaC
+ e2 . 4- n = 1, 2,...

сом Чезаро вХостранстве ™и нормы” эле“ен™в является базн-

Ы растут неограниченно вместе 7™“

сопряженной системы для Г-базисов’ с ВИД
можно доказать 

■ матрицами Т, существование 
которые имеют
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Іп2
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(3)

т. е. верна теорема: 
Теорема 1. Пусть

іП(-Ш которая обладает следующим

дан Т-базас— пространстве 
< 1 огОа существует система

свойством:

И, причем ма- 
функционалов

О . .
О . .
О . .

^пЗ . .

в

= z = l, 2,..., ; =
Нормы функционалов FFx) могут бк^т.

ности, но с помощью элементов мХпп г неогРаничены в совокуп- 
роста норм функционалов сопряженной систе^ь^т"1301131560™ оценкУ 
сопряженной системы базиса Чезаро получаем оценку НЭПримеР’ для

F„(x)|| = О(П).
Так же как и для базисов Баняуя я пет т

о возможных порядках поста нппм А базисов возникает задача 
Будет ли при эХ иряХк LS завиАТ™ “"₽’«“»■« систем 
ВО всяком пространстве отыскать Т ба-ис °о пр0СТРанства иди можно 
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элементов сопряженной системы (в определенных пределах)? Так же 
пока неясно существование Т-базисов во всяком пространстве Банаха.

2. Для простоты во второй части работы мы ограничимся рассмо­
трением только базисов Банаха в Е. Рассмотрим всевозможные базисы 
пространства Е, которые мы будем обозначать {хп}, {у„},... Сопряжен­
ные системы мы будем обозначать {Л;(х)}, {Ф;(х)}.

Два базиса {хп} и {у„} мы будем называть эквивалентными, если 
для каждого п и каждого х с Е выполняется равенство

Еп (х) хп = Ф„ (х) у п,

где {/Д(х)}— система функционалов, сопряженная базису {хп}, а 
{Ф„ (х)} —базису {у„}.

По заданному базису легко можно описать все ему эквивалентные 
базисы. Из определения эквивалентности следует

У" — Фп (х) Хп’ — L 2,...

Так как норма элементов базисов равна единице, то

Еп (х) = ХпФп (х), уп = \п хп, где |ХП | = 1- (4)

Обратно, если элементы базиса связаны соотношением (4), то базисы 
эквивалентны.

Базис {xj и с ним связанный класс эквивалентных базисов мы 
будем рассматривать как элемент нового метрического пространства R.

Элементы нового пространства будем обозначать соответствующи­
ми большими буквами X, Y, ... Расстоянием между двумя элементами 
X и Y пространства R мы будем называть число

?(XY)= sup sup 
Цх||=1 X=l,2,

It N N I
l| 2 Л(х)х,— 2 ф* (х)уі 
II t—t r=i (5)

Легко видеть, что все три свойства метрического пространства 
выполнены: аксиомы симметрии и треугольника очевидны, а аксиома 
тождества вытекает из определения эквивалентных базисов.

Теорема 2. Множество R для любого пространства Банаха 
Е со счетной базой образует полное метрическое пространство с 
метрикой (5).

При доказательстве теоремы 2 используется лемма.
Лемма. Пусть заданы последовательности функционалов Е^ (х) 

и элементов х^ в пространстве Е, удовлетворяющие условиям:
1) ||x(n)|| = 1 для п = 1, 2, ...;
2) F^ (x<n)) = 1 для п—1, 2, ...;
3) для всякого е можно указать такое N, что для всякого 

п>N и р>0 имеет место неравенство

||х<"> Е^ (х) — х^+р) F^+p') (х) || •< е для всех х, || х || < 1.

Тогда найдется функционал F(x) и элемент х° такой, что

Wx^F^ — x^F^ (х)|| ->0, когда п-* ос,

для любого значения ха Е.
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элемента про- 
дует, что все ортогональные базисьГ ппоДпя Бан^ а’ Из этого сле- 
торой сфере радиуса единица. ПространствоЛ? ЛеЖЭТ На нек°- 
"""“° а обладает рядом других%н?ере«ых «oS“ “У,ае "е0Г1,а-
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