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АБСОЛЮТНАЯ СУММИРУЕМОСТЬ ДВОЙНЫХ ЧИСЛОВЫХ РЯДОВ 

(Представлено академиком М. А. Лаврентьевым 3 VI 1950)

Как известно Р), ряд 2 2ат« называется суммируемым методом 
т=0 П=0

Чезаро порядка (а, р), а, р>—1, или (С, а, Р)-суммируемым к числу s, 
если

«3 / л а л 3\ л^тп — \^т Ап) ^тп 5, ІП^ tl —> ОО,

где числа Ар, >1 е«3— 1, Smn определяются из формальных соотношений

2 АрХр = (1 — х)^-\ 
р=0

2 2 хтуп = 
т=Ъ п=0

ОО со

2 2атп хт уп 
т=0 п=0

Метод (С, а, р) не является по своим свойствам аналогом извест­
ного метода Чезаро суммирования простых числовых рядов, в частно­
сти, методы (С, а, р) и (С, а + h, р + v;), h, ^^>0, вообще говоря, 
несравнимы.

В настоящей заметке вводится понятие абсолютной (С, а, р)-сум- 
мируемости двойного числового ряда и дается приложение к двой­
ным тригонометрическим рядам.

Скажем, что двойная последовательность {ниш} принадлежит к 
классу И, если она имеет ограниченное изменение по совокупности 
индексов и, кроме того, ограниченное изменение по каждому индексу 
в отдельности при фиксированном другом, т. е. выполняются следую­
щие условия:

тп ^т-І п ^т п 1
т=1 п=1

т-1 п-1 (1)

(2)2 I ^тп ^т-І п

(3)

Нетрудно показать, что если {итп} удовлетворяет условию (1) и 
условию (2) для некоторого значения п, то она удовлетворяет усло­
вию (2) для любого фиксированного п. То же самое относительно 
условия (3).
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ОО ОО

Определение. Ряд 2 2 атп абсолютно (С, а, р)-суммируем или 
m=Q л=0

суммируем |С, а, р|, а, р> — 1, если последовательность {а^} при­
надлежит к классу И.

В частности, | С, 0, 0 [-суммируемость двойного числового ряда 
совпадает с его абсолютной сходимостью.

ОО* ОО

Если ряд 2 2 атп I с> а, 3 [-суммируем, то, как легко показать 
т=0 п=0

на основании (1), (2), (3), он (С, а, р)-суммируем и, кроме того, по­
следовательность равномерно ограничена. Последнее дает основа­
ние ожидать, что теория | С, а, р [-суммирования двойных числовых 
рядов будет во многих отношениях аналогична теории абсолютного 
чезаровского суммирования простых числовых рядов.

ОО ОО

Теорема 1. Если ряд 2 2 атп суммируем | С, а, р |, а, Р > — 1, 
т=0 п=0

то он суммируем [С, а + А, р + ^ |, Л, т; > 0.
Обозначим через (С, а, р)-средние последовательности {mnamh}, 

(С, а)-средние последовательности {там0}, т„ — (С, р)-средние по­
следовательности {паОп}. Так как при всех т, {

“3 I «3 \
■ли Т— тп \ втп вщ, п—1 — ^т—1, п + ^т—I, п—1),

(4)
Л = т = П

то теорема 1 эквивалентна утверждению, что ряды
ОО ОО ОО ОО

2 2 2 2яЧ«
т=1 п=і т=1 п=1

сходятся абсолютно.
На основании определения чисел ^п, Ау имеем

т п

ДЗ+.) 12 2 А* <
v=0 [л=0

со со .

2 2
m=i n=l

оо оо т п

<22 2 а^а&а* 4|4| =
m=l n=l v=0 ц=0

со ор со со

= 2 2 I 1 Аа, ^22 А^ (тпА^ Д^+’Г1-
v=l ц.=1 m=^=v п='^

Поэтому
оо оо оо оо

2 2 1 ^тп’₽+ч I < с 2 2 1СI < °°-
т=1 п=1 т=1 л=1

Абсолютная сходимость рядов 2 т 1 Т^+Й> 2 П-1 т«+’1 доказывает- 
т=1 п=1

ся аналогично.
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Из теоремы 1, в частности, следует, что всякий абсолютно сходя­
щийся двойной числовой ряд суммируем | С, а, р|, а, р>0. Обратное 
вообще говоря, неверно. Чтобы убедиться в этом, достаточно, напри­
мер, выбрать ряды %ап и такими, чтобы один из них был абсо­
лютно сходящийся, а другой не абсолютно сходящийся, но | С, а (-сум­
мируемый, а > 0, и рассмотреть двойной ряд bn.

С помощью соотношений (4) можно доказать также следующую 
теорему.

ОО ОО

Теорема 2. Если ряд 2 2 атп суммируем | С, а, р |, а, р О, 
т=0 п=0

то ряд SS (Ат Д„)-1 атп сходится абсолютно.
Укажем теперь некоторые результаты, касающиеся | С, а, р 1-сум­

мируемости двойных тригонометрических рядов, которые, как изве­
стно, имеют следующий вид:

СО ОО

2 2 Кт COS тх cos пу + bmn sin тх cos пу + стп cos тх sin пу + 
т=0 п=0

ОО ОО

+ dmn sin тх sin пу) = 2 2 Кт Атп (х, у), (5)
/п=0 п=0

где ХОо = 1/4> Ко = Кп = Va, т, п>0. Положим р2 = а2 +
_L hl _1_ Z.2 J_ //2 тп тп1 ит । тп Ш итП'

Теорема 3. Если числа ртп удовлетворяют условиям
ОО СО

2 2 pLtlog(OT + l)]S1[10g(n+ 1)]г’О, е1,е2>1; (6)m=i п=1 co
2 рЫ1о8(т +W^00, S3>1; (7)m=i
co

2 Po„[l°g(« + UP'Coc, e4>l, (8)
n=l

то ряд (5) суммируем | С, а, р |, а, р > 1/2, почти всюду.
Для доказательства теоремы 3 достаточно показать, что 

со оо 2тс 2тг

2 2 S \^тЛХ’У)\^У<Ж, (9)
m=1 о о

СО оо

2 т 1 $ i 2""Л а>£>4~ (10)
т^-Л о п=\ о

где Ттп(х’У)~ (с> а> ₽)-средние последовательности {тпАтп(х,у)}, 
К(х)~ (с> а)-средние последовательности {тпАтп(х, j/)}, т»(у) — (С, р)- 
средние последовательности {гІ2пА0)1)х, у)}.

В силу (7), (8) соотношения (10) выполняются на основании одной 
теоремы Уонга (2).

Применяя неравенство Буняковского — Шварца для двойных ин­
тегралов, получаем

2л 2п • т п
| ^тп (Х, У) | dx dy С± (Ат Дп) 1 | 2 2 (^т-ч Дл—^)2 V2 Ц.2 pju | .

0 0 ' 4=1 И=1 )

2 ДАН, т. 73, № 4 641



Ввиду (9) неравенство Буняковского — Шварца для двойных сумм 
дает J

Р Ч , т п у'1г р q Ц,

2 S(^^-J)2v2^ <( 2 2("^«^т4 X
т=1П=і Ц=1ц=1 J U=ln=1 J

( Р 4 п 9 ■/, Х { л 0)2 2 І №Дл!Ц)%2р.гр2 !
^=1 п=1 тп Ит АпГ т=ч л=(1 J

Р Ч р Q

v=l ц=1
_______

Q

м2 2 pt v2 f2№-\)2 т

v=l H=1 ™Ю2 • 2
Г Р Ч

С3 2 2 [log (т + l)pi [log (л + 1]г4 
lv=lu=l J

7.
'4?

^і> Сг, Q, с4 - константы.
Можно показать, что в условиях теоремы 3 ни одно из е. нельзя 

заменить единицей. 4 нельзя
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