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ТЕОРИЯ УПРУГОСТИ

Г. Н. ПОЛОЖИЙ

РЕШЕНИЕ ТРЕТЬЕЙ ОСНОВНОЙ ЗАДАЧИ ПЛОСКОЙ ТЕОРИИ
УПРУГОСТИ ДЛЯ ПРОИЗВОЛЬНОГО КОНЕЧНОГО ВЫПУКЛОГО

МНОГОУГОЛЬНИКА

(Представлено академиком М. В. Келдышем 8 IV 1950)

В данной работе, опираясь на формулы плоского напряженного со­
стояния и на интегрирование вдоль кусочно-прямолинейных контуров, 
предложенные нами ранее 2), впервые дается решение третьей ос­
новной задачи плоской теории упругости для произвольного выпукло­
го многоугольника, лежащего в конечной части плоскости.

Указанные выше формулы плоского напряженного состояния име­
ют вид (/)

2И f £ ~ & -? & + + Ф' e~iU ’ <1 >

■ + н + + 0 = ^), (2)

где s — длина дуги любого кусочно-прямолинейного контура Г; а — 
угол, составленный с осью х нормалью к Г, остающейся справа при 
движении вдоль Г в сторону возрастания s; v и t—нормальное и 
касательное смещения; N и 7’—нормальное и касательное напряже­
ния; X и [л — постоянные Ламэ; ^(z) и ф (z) —функции Колосова —Гур- 
са (3).

Пусть G есть многоугольник с вершинами Аь А2,Ап (Ат^=оо, 
т = \, и внутренними углами при этих вершинах арт, а2тг,...
. ,.,аятс (0<ат<1, т = 1, 2,..., га), лежащий в плоскости z = х + iy 
так, что сторона АпА совпадает с интервалом вещественной оси, про­
ходящим через точку z = 0. Пусть L—граница многоугольника G, 
а а — длина дуги L, отсчитываемая от точки z = 0 в направлении по­
ложительного обхода L.

Пусть £ = pew = £ (z) есть функция, дающая конформное отображе­
ние многоугольника О на круг | £ | < 1, а аь а2,...,ап— точки границы 
у круга соответствующие точкам Аь А2,...,Ап.

В силу свойств конформных отображений, можем считать

где = 1 — ат (т = 1, 2,..., га), аг = 1, ап = — 1.
4 ДАН, т. 73, № 1



Третью основную задачу плоской теории упругости для многоуголь­
ника G поставим следующим образом. Найти плоское напряженное 
состояние многоугольника G (а тем самым и показать его существо­
вание), допускающее непрерывность смещений во всех точках G + L, 
по следующему контурному условию:

Т = 7(a) на L, (4)

где v(a) и 7(a)— наперед заданные вещественные функции от а, при­
чем 7(a) и (fa (a) fda как функции от 0 удовлетворяют условию Н на 
каждой из закрытых дуг [а1 а2], [а2, а3], ...,[апcj *

* Ясно, что эти условия легко выразить и в переменной а, так как связь между 
а и 0 известна и дается равенством (3).

Будем искать решение поставленной задачи, предполагая, что функ­
ция cp(z) непрерывна в G + L, а функции <р' (z) и ф(з) непрерывны в 
G + L, за исключением быть может, точек Аь А2,...,Ап, вблизи ко­
торых имеют место неравенства

Іф'Ж |ф(г)|<7И|г — Am^ (т = 1, 2,..., п, М = const), (5) 

где г — сколь угодно малое положительное число.
Из формулы (2) получаем

(z) = фо (z) + D, (6)

где D — вещественная постоянная,

Y L J

Обозначая через Дт скачок функции [— 2р.^^ + Г (а)] в точке Ат, 
видим, что <р' (z) и <^+(z) (знак + обозначает предельные значения из­
нутри) вблизи каждой точки ат представимы в виде

Д 1

Л 1
= мгтт)® W (9)

где Ф (С) —функция, непрерывная в точке £ = ат; Ф*  (ZJ — функция 
от = е10, удовлетворяющая условию 77 на некоторых закрытых ду­
гах, имеющих точку ат своим концом.

Подставляя равенство (6) в формулу (1) и интегрируя обе части 
ее вдоль кусочно-прямолинейного контура Г, выходящего из точки 
z = 0 в направлении оси х, получаем

2р. (v + it) = e~ia (z) — z^ (z) — ф (z) + (k — 1) Dz], (10)
где.

z •
Фо (z) = (z) dz. (11)
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Из равенства (10) для определения функции ф (z) получаем следую­
щую граничную задачу теории функций:

Re№(z)e;“]+ = c —Re[z<pj(z)e-'“]+-H£ —на у, (12) 
где

с = — 2[xv(a) + Re [&р0 (?) е-'“]+. (13)

Индекс (4) граничной задачи (12) равен —2. Каноническая функция 
X(z) этой задачи будет (при |£|<1)

1 С arg (—Z?e-i2a) d/X(z) = Be^\ r(z) = -l\-^-^^

где В — произвольная постоянная.
Подсчитывая Г (г) при соответствующем подборе постоянной В, 

получаем

*И = е4ПК~«-)'- Ч4)
т=1

Условием существования решения граничной задачи (12) будет 

${c_Re[2^(I)e-‘“r-H*--n^^ -^^ = 0 (15)

или

{с — Re [z<p' (z) + (k — 1) D Re [ze-‘“]+} de.
L

Отсюда, учитывая, что

J Re [ze~'a]+ de = Re jz dz] = 2S,
L L

где S — площадь многоугольника G, имеем

D = 2S(^+ 1) ~ Re [^o в~^+ + Re tZ4 (Z) (16)

При постоянной D, определенной равенством (16), имеем единст­
венное решение граничной задачи (12) в виде

или в виде

т=1 7

’ (с — Re [z <Pq (г) е /а]+ + (k — 1) D Re [ze .'“] + } е >а dtx

П (G ~ ат)!"т (В ~ Q 
m=l

(17)

l)DRe[ze~^}~^-, (18)

Из равенств (17) и (18) видим, что функция ф(?) вблизи любой 
точки ат представима в виде
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Ф(z) = ф,К) _ £ ГГ (^_amym \ l-dtl
T*l AX ' *) n ,

m=l у tt „П m(^-Q 

m=l

где Фх (О функция, непрерывная в точке С = а 
1 раничная задача

Ref/^e^Re^,^^ на у 

в силу равенства 
ОО

$ Re [^(^у^.Г^’ = О, 
J L az J

(19)

(20)

(21)

ио, вычитаемое правой части равіствГ”^
ная’в 'MS oZaMM^UoX'2* + * И1 ФУ”™- "епрерыв- 

для /V, Г имеют место равенства d °СИ х’ и

2^ (и + iv) = (г) - (г) - ф (z) + - 1) Dz,

N+ІТ^ (Z) + (z) + 2D - [г^; (z) + ф^ ^)]

где функции 9'(Z), фо(2) и ф(2) определяются равенствами (7) 
(17), а постоянная Я - равенством (16). Этим задача решена

[(22)

(23) 

(И) и
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