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ТЕОРИЯ УПРУГОСТИ

И. С. АРЖАНЫХ

К ТЕОРИИ ИНТЕГРИРОВАНИЯ ДИНАМИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ 
ИЗОТРОПНОГО УПРУГОГО ТЕЛА

(Представлено академиком А. И. Некрасовым 30 IV 1950)

Целью настоящего сообщения является изложение некоторых 
результатов исследования вопроса об интегрировании динамических 
уравнений изотропного упругого тела:

^-= a grad div и — rot rot u. (1)

Ниже будут указаны представления вектора деформации и через 
волновые функции подобно тому, как в статическом случае вектор 
деформации представляется гармоническими функциями. Обозначим 
через q радиус-вектор точки q (х, у, z) упругого тела Q, имеющего 
постоянные Ламе /, р и плотность р: а = ^—р =

Теорема Г. Пусть вектор v и скаляр 6 удовлетворяют сле­
дующим уравнениям-.

— ^- + av29 = 0, е + у(у— 1) div (qO) = div V,

- ^ + PV2 v = -1 P 0 — 1У 4V2 9-

Тогда вектор v—удовлетворяет уравнению (1Ц 
Доказательство основано на тождестве

V2 q6 = 2 grad 9 + qv2 9

и равенстве 9 = div и, вытекающем из указанных уравнений.
Теорема 1". Пусть векторы w и Q удовлетворяют следующим 

уравнениям:

— + ₽V2G = 0, Q + у (1 — 0 rot [q, Q] = rot w,

~ + «V2 w = -I a (1 - 02 [q, V2 5 = 0.

Тогда вектор w—[q, Q] удовлетворяет уравнению (1).

В самом деле, Q = rot u, v2 [q, Q] = 2 rot П + [q, v2
Теорема 2' Пусть вектор G и скаляр g удовлетворяют сле­

дующим уравнениям:
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_^ + PV2G = 0, V2G). (2')

Тогда вектор G + grad (g — у (1 — (q, G)} удовлетворяет

уравнению (1).
При доказательстве следует воспользоваться тождеством

V2(q, G) = 2divG + (q, Д2G).

Теорема 2". Пусть векторы Н и h {удовлетворяют следующим 
уравнениям:

-^ + ^н = о, -^ + ₽V!h=-il3(J-l)S[q, V’H], т

Тогда вектор Н + rot(h — 1Q- — 1) [q. И]) удовлетворяет ураз- 

нению (1).
Указанные представления вектора деформации являются общими; 

они не учитывают граничных условий. Рассмотрим два класса харак­
терных задач с граничными условиями: 1) собственные колебания 
u — a sin v t упругого тела Q: а) с закрепленными границами, б) со сво­
бодными границами и 2) вынужденные колебания u = b sin xf под 
действием: а) периодических поверхностных сил, б) периодических 
массовых сил.

Пусть S — поверхность упругого тела. Если Q находится внутри S, 
то имеем внутреннюю задачу; при Q, лежащем вне S, имеем внешнюю 
задачу. Вектор деформации и внутренней задачи должен быть пра­
вильным, а внешний — регулярным. Направим нормаль п к поверхно­
сти S внутрь Q.

Лемма. Условие, необходимое и достаточное для того, чтобы 
вектор а {правильный, если Q внутри S, и регулярный, если Q вне S) 
удовлетворял в точках q области Q дифференциальному уравнению

р-V2 а + (Л + p.) grad div а + f = О, (2)

состоит в том, чтобы он удовлетворял следующему интегро-диф­
ференциальному уравнению:

л{р) = ^^ & + [«(?), V? (ф)] +
Q Q Q

<3>

$ = diva, a> = rota, m = const=#0, k = 1 — in (A + 2ji), I = 1 — my, 

где <p = /? + —, r = p —q, причем F{p, q) — гармоническая функция 
относительно точек р и q области Q.

Доказательство леммы выполнено в статье (х). В этой же статье я 
построил регулярные интегральные уравнения основных проблем 
равновесия изотропного упругого тела.

Теорема 3'. Частоты v собственных колебаний упругого те­
ла Q, граничная поверхность S которого закреплена, определяются 
характеристическими числами х = pv2 следующей системы инте­
гральных уравнений:
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4лр a (р) = х г (р, q) a (p) dq — (X + p) \ $ (?) \ч Г dq,
Q Q (3")

4л (X + 2 p) S (p) = x (Vp Г, a) dq — (X + p) S (q) (yp, V?) G dq, 
Q Q

где г = G + у есть функция Грина проблемы Дирихле для поверх­
ности S. .

Доказательство. Положим в уравнении (l)u = asinvr. мы 
получим уравнение (2), где f = pv2 а. Затем возьмем т = 1 / р и <р = Г. 
Так как на S Г = 0 и а = 0, то мы получим первое уравнение си­
стемы (З'). После этого вычислим S (р) = divp а.

Теорема 3". Частоты v свободных колебаний упругого тела Q, 
граничная поверхность которого закреплена, определяются харак­
теристическими числами х — Pv2 системы интегральных уравнений.

4тс (X + 2р) а (р) = х Г (р, р) а (р) dq — (X + р) [yq Г, со (р)] dq,
Q Q

4лр« (р) = X [Vp Г, а (р)] dq — (X + р) [т (р, q) со (р) dq,
Q Q

где тензор Т имеет следующую структуру: 

1 0 01
Т = {Vp-Ш G — 0 10} (Vp, V?) О,

0 0 1

а Г = G + — есть функция Грина проблемы Дирихле для поверх­
ности S.

Доказательство выполняется так же, как и в предыдущем случае.
Теорема 4. Пусть упругое тело Q лежит вне поверхности S, 

свободной от напряжений. Построим с помощью функций Грина 
jy = qq L и г = G + у внешних проблем Неймана и Дирихле 
величины

? = e = [Vp> V^H,

П 0 01
£ = {V х V } G - 0 1 о I (vp, V?)^ + {Vp-V9}

[° 0 1]

а затем следующую систему интегральных уравнений:

8лра(р) = х Nadq — X dq — р [v?M
Q Q Q

4л (X 4- 2р) s (р) = X (Vp М а) dq — X eS dq — р (е, со) dq, (5)
Q Q Q

4лр со (р) = х \ [Vp М a] tZp — X е S с/р — р Д со dq.
Q Q Q

Частоты v собственных колебаний упругого тела Q связаны с харак­
теристическими числами системы (5) зависимостью (v = х/р)

Для доказательства следует принять во внимание граничное усло- 
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вне на свободной поверхности S 2(л + X п div u + pi [n, rot и] = 0, вы­
полнить подстановку u = asinv£ в уравнении (1) и положить в урав­
нении (3) m=l/2p., = N (dN/dn = 0). Затем необходимо вычис­
лить 9 = div а и w==^rota. При вычислении гофа(р) появляется сла­
гаемое — ptgradp^ dS, которое в данной задаче граничным условием

5
не определяется. Для его устранения оказывается необходимой функ­
ция Грина проблемы Дирихле.

Рассмотрим теперь внешнюю задачу о вынужденных колебаниях 
упругого тела под действием поверхностной силы F„ = Fo sin хЛ Гра­
ничное условие имеет вид 2^ + xndivu + ц[п, rot u] = Fo sin хЛ 
Вынужденные колебания будем определять в виде u = bsinxA

Теорема 5. Амплитуда вынужденных колебаний Ь, расходи­
мость амплитуды 9 и вихрь ее ы удовлетворяют следующей системе 
интегральных уравнений:

8тгр. b (р) = b0 + рх2 N b dq — X N dq — ц [v9 N, w] dq,
Q Q Q

4л (X + 2р.) 9- (р) = 90 + рх2 (v? N, b) dq — X е9 dq — р (е, и) dq, (6)
Q Q о

4лцМр) = ы0 + px2J [v?^ b] dq — \^^dq — Eudq, 
Q Q Q

где скаляр e, вектор e и тензор E определяются формулами (4), а 
величины Ьо, 90, ы0 суть:

= dS’ $° = Ь°’ “° = rot^ b°‘ (7)

Вынужденные колебания с частотой массовых сил исследуются 
тем же методом. Интегральные уравнения задачи с закрепленными 
границами для амплитуды и ее расходимости имеют вид уравнений 
(16) и (В), указанных в статье (1),1 причем b0= ^If0 dq, где f0—амплитуда 

массовых сил. Интегральные уравнения для амплитуды и вихря ее (той 
же задачи) имеют вид уравнений (1Q) и (С), указанных там же. 
Амплитуда вынужденных колебаний с частотой массовых сил упругого 
тела со свободными границами определяется системой интегральных 
уравнений (Д) и (П) статьи (х).

Характерной особенностью построенных выше интегральных урав­
нений является их регулярность.

Динамические задачи теории упругости с граничными и началь­
ными условиями после преобразования Лапласа этим же методом 
приводятся к интегральным уравнениям.
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