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1. Д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы е уравнения изотермического 
течения. Напишем дифференциальное уравнение одноразмерного 
движения газа в цилиндрической трубе при наличии теплообмена и 
трения:

(М2— 1)^ = — w(kdLr+ ^dQ^. (1)

Здесь dLr, dQe — соответственно, элементарные работа трения и внеш- 
нее тепло, отнесенные к 1 кг газа на пути dx; dLr = ---- ,J г 2 g D
dQB = q dx-, M2 = ~ .

Заменив w dw j g в (1) его значением из уравнения энергии 

найдем
(М2 — \)cpdT = kWdQr — (1— kW)dQ„. (2)

Из (2) следует, что условием осуществления изотермического те­
чения (dT = 0) в цилиндрической трубе является

(3)

и что без трения реализовать изотермическое течение в цилиндриче­
ской трубе невозможно.

Подставив значение dQe из (3) в (1), получим

(1 — Ж2) = kWdLr. (4)

Наконец, заменив wdw/g в (4) его значением из уравнения Бер­
нулли

+ vdp + dLr = О,

найдем
(l-kN^)vdp^ —^dLr. (5)
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Рис. 1. Изменение числа М 
вдоль трубы при изотермиче­

ском течении

бой точке процесс течения

2. Физические особенности предельного состояния 
газа в изотермическом течении. Из уравнений (3), (4) и (5) 
следует, что изотермическое течение является предельным и что осо­
бая точка его соответствует числу М  = 1 / У У, для k — 1,4 М  д; 0,845.* *

* Допущение относительно независимости X от Re оказывается достаточно точным 
при больших значениях чисел Re (> 105) как для гладких, так и для шероховатых 
труб. Так, из известной формулы Никурадзе X = 0,0032 +0,221 / Re0.237 следует, что 
при увеличении Re от 10’ до 10е, т. е. в 10 раз, X уменьшается на 24%. Многочислен­
ные исследования не обнаружили влияния М на X.

Действительно, так как dLr / dx = / 2gD всегда существенно
положительная величина, то при М*  = 1 /У k dp*/  dx = оо, dw*  /dx=oo, 
dQ* e / dx = q = oo, dW1 / dx = oo и ds*  / dx = ©о (так как ds = dQ /Т = 
= (dQe + dQr) I T = dQr/T(\ — Ж2).

Таким образом, непрерывный переход через М = 1 / У k в изотер­
мическом течении не представляется возможным (рис. 1).

Физический смысл предельного состо­
яния изотермического течения состоит, 
следовательно, в том, что для сохране­
ния Т =. const в особой точке интенсив­
ность подвода тепла (q = dQe/dx) возра­
стает до бесконечности.

Исследуем процесс трения в особой 
точке. Найдем из (4) = 1—RT, от­

куда dL*  /dM = 0 (М = 1 / У k\ Вместе с 
тем dL* r / dx — \RT /2 D=R0.

Из dL*  /dx=RQ и dL* r/dM = Q следует 
другая важная особенность предельного 
состояния изотермического течения: в осо- 
происходит по обратимой изотерме, так 

как все тепло трения обратимо превращается в кинетическую энер­
гию потока. Но так же, как наличие трения обусловливает осущест­
вимость изотермического (необратимого) течения, обратимость про­
цесса в предельном состоянии исключает дальнейшую возможность 
течения Т = const в цилиндрической трубе.

Из уравнений (3), (4) и (5) также следует, что при подводе тепла 
(dQe~L>ty изотермическое течение может быть реализовано лишь 
в области 0<Ж<1/)/£-

При отводе же тепла (dQe<Zty изотермическое течение возможно 
лишь в области 1 / оо.

3. Зависимость между параметрами газа и безраз­
мерной длиной трубы. Параметры газа в изотермическом тече­
ний связаны соотношением

wi Рг мі ’ (6)

Зависимость между безразмерной длиной трубы и числом М опре­
деляется по выражению 

1 J_____ 1_
* mJ mJл D ~ 2 ПМ2

которое находится интегрированием (3) уравнения Бернулли (полагая*  
X = const)
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w dw . , . . w2 dx n
+vdp + *^ 6

На рис. 2 представлено влияние начального М] на предельное 
значение Лх* / D, соответствующее М* = 1 / ]/&.

Пользуясь соотношениями (6) и уравнением (7), можно найти зави­
симость М(х), м(х), р(х), у(х).

4. Определение тепла, подведенного к газу, в изо­
термическом течении.

Qs (внешнее тепло) = ^-(од— wl) = —Mi); (8)

Qc (суммарное тепло) = TAS = ART In ; (9)

Qr (тепло трения) = Qc—(?в = Д/?7'^1п^--- ^(Мг—Mi)]. (10)

На рис. 3 представлено влияние 
числа М на Q„, Qc и Q,., а также на 
функцию

dQB _ q « ЙМ2
dQ ^AkRT^-^' 1 ?

пропорциональную интенсивности под­
вода тепла.

5. Изменение температуры 
стенки трубы по числу М. Пусть 
внешнее тепло, потребное для поддер­
жания постоянной температуры, подво­
дится через стенки канала. Тогда, на 
основании гидродинамической теории

Рис. 2. Влияние числа Мт на па-
X 9раметр X — ; = ~z~

теплообмена (2),

dQe = (12)

Рис. 3. Влияние числа М на тепло, 
подведенное к газу в изотермиче­

ском течении. М2 = 0,05

где: &=Тст/Т0— безразмерная тем­
пература стенки; Тст — температура 
стенки; То = 7^1 + M2J—темпе­
ратура полностью заторможенного в 
пограничном слое потока.

Подставив в (3) значения dQe из 
(8) и dLr, найдем после преобразо­
ваний:

1а (1 — йм2)(^1 + L-Jm2^’
(13)

? = (1 + т^м‘ + ст.); °3’’

при М = 0
7

0=1, -~ = 1;
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при М = -Дг 0 = ОО, ~ = ОО. 
У k 1

Следовательно, изменению М в пределах 1 / £>М>0 соответ­
ствует изменение 0 и Тст/ Т в пределах оо>0>1 и оо > Tcml Т> 1. 

Формулы (7) и (13) позволяют опре­

при изотермическом течении газа

на без- 
стенки

Рис. 4. Влияние числа М 
размерную температуру

делить изменение температуры стенки 
вдоль трубы.

6. Выводы. 1) Предельные состоя­
ния в течениях газа с теплообменом 
и при наличии трения, связанные с пе­
реходом через скорость звука, хорошо 
известны и изучены: И. И. Новиковым 
было показано (2), что эти течения (за 
исключением изоэнтропийного) не яв­
ляются политропными (n = const Ф k), 
так как в особой точке процесс обяза­
тельно происходит изоэнтропийно, по 
обратимой адиабате (п — k).

2) Из вышеизложенного, однако, сле­
дует, что существуют и другие классы 
предельных течений. К ним, например, 
относится изотермическое течение с 
трением (п = 1), для которого предель­
ное состояние определяется переходом 
через М = 1 /

3) В предельном состоянии процесс течения реального газа проис­
ходит обратимо (•*■); это значит, что в особой точке тепло трения 
обратимо превращается в кинетическую энергию потока.

Поступило
16 III 1950
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