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НЕКОТОРЫЕ ИНТЕГРАЛЬНЫЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЯ 
ДЛЯ ПРОИЗВЕДЕНИЙ СФЕРИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ

(Представлено академиком А. Ф. Иоффе 27 V 1950)

В настоящей заметке выводятся некоторые интегральные представ­
ления для произведений сферических функций, которые оказываются 
полезными в различных приложениях, в частности, встречаются в 
теории интегрального преобразования Мелера — Фока Ц).

Важнейшее из этих интегральных представлений дается формулой

(— 1 )т тс tg (п + х/2) тс Р™ (ch а) Р~т (ch а') Ksh а j/sh а' =

а-{-а'
С „ /ch a ch а' — ch
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sh (я + V2) Ф ^Ф +
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где Pm(z) и Q™(z), присоединенные сферические функции Лежандра 
первого и второго рода, —l<CRe«<0, т = 0, 1, 2,..., а>0, а'>0.

Аналогичное представление для произведения, содержащего функ­
цию второго рода, имеет вид:

(— 1)ттс (ch a) Рп т (ch a) ]/sh a (Ah a' =

a+a'
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(—l)m C /ch ф — ch a ch a'\ 
it J hjm—7s (. sh a sh a' ) 
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где — 1 < Re я < 0, m = 0,1, 2,..., a >• a' > 0.
Для произведения функций первого рода существует также более 

простая формула, содержащая одну квадратуру:
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(- 1 )m - Pn (ch a) P~m (Ch a') /sh a /sh7' =
CO

= ^cos („ + ■/,) ('Alias') ch (n + Ф d^, 
0 (3)

справедливая при тех же ограничениях, как и формула (1).
Значение формул (1) —(3), которые являются, повидимому, новыми 

заключается главным образом в том, что рассматриваемые интеграль­
ные представления содержат параметр п под знаком элементарных 
функции. В приложениях к математической физике наибольшее зна­
чение имеет случай Л = —72 + 7т, т — произвольное вещественное 
число. Формулы (1) —(3) оказываются удобными для вычисления или 
преобразования интегралов по значку ^содержащих рассматриваемые 
произведения сферических функций*.

Для доказательства формулы (1) воспользуемся теоремой сложе­
ния для сферических функций ((2), стр. 364)

Рп (ch a ch a' — sh a sh a' cos <p) =

= Pn (ch x) Pn (ch a') + 2 2 (— Pn (ch a) Pnm (ch a') cos m % (4)
/77=1

откуда следует
a >0, a' > 0,

( l)m^Jcha)P„m(cha')—- ^P„(chacha —sh a sh a cos cp) cos m ф dy. (5) 
о

Вводя , новое переменное интегрирования t подстановкой ch t = 
— ch a ch a shasha'cos9H заменяя функцию Лежандра интеграль­
ным представлением ((2), стр. 272) ісіраль

ОО
Рп (Ch0 = Actg(п + 72)К + ф--d^, -i<Ren<0, (6)
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получаем:
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Изменяя порядок интегрирования ** и возвращаясь к переменной

обпячомиТияРм^ этого ™па играют существенную роль в теории интегрального пре- 
ча^атемати^ес^ “ РаЗЛИЧНЫХ приложениях этого преобразования к зада- 

лвойногоКинте™ЗМеН^^ порядка интегрирования следует из абсолютной сходимости до on Uto v rliilCl
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находим
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Искомый результат (1) следует теперь из известных интегральных 
представлений для сферических функций ((2), стр. 267, (3), стр. 524)

Рт-ч. (cos 0) = J
О

cos т ср
К2 cos ср — .2 cos 6

Qm-'l, (ch a) C cos m ср
J / 2 ch a — 2 cos cp 
о

tn = 0, 1, 2,... (7)

Интегральное представление (2) получается совершенно аналогич­
ным образом, если вместо равенства (4) воспользоваться соответст­
вующей теоремой сложения для функции второго рода ((2), стр. 378):

Qn (ch a ch a' — sh a sh a' cos <p) =

= Q„ (ch a) Pn (ch a') + 2 V (— l)m Q„ (ch a) Pnm (ch a') cos m<p,
(8)

a^a' >0, Rera> — 1.

Формула (3) выводится из равенства (5) путем замены сферической 
функции интегральным представлением ((2), стр. 272):

Рп (ch 0 = - cos (га + 72) к V + (9)
v 1 ' ЗГ2сЬф-4-2сЬГ ’

о

вместо интегрального представления (6), использованного при выводе 
формулы (1).

Ленинградский физико-технический институт Поступило
Академии наук СССР 9 V 1950
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