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МАТЕМАТИКА

И. Е. ЖАК

О НЕКОТОРЫХ СВОЙСТВАХ СОПРЯЖЕННЫХ двойных 
ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИХ РЯДОВ

(Представлено академиком М. А. Лаврентьевым 27 IV 1950)

И. И. Привалов (х) показал, что если тригонометрический ряд 
является рядом Фурье функции /(%), удовлетворяющей условию Лип­
шица с показателем а, 0<^а<^1 (/(л) € А ф а), то сопряженный с_ним 
тригонометрический ряд сходится к некоторой функции / (%), 
/(х)€Афа. В настоящей заметке этот результат переносится в 
известном смысле на двойные тригонометрические ряды.

Следуя В. Г. Челидзе, назовем ряд
СО ОО

2 2 (dmn COS тХ COS ПУ Ьтп COS ШХ Sin tty — m=l п=1
— стп sin mx cos ny + атп sinтх sin пу) (1)

сопряженным с рядом
со со

2 2 cos mx cos ny + bmn sin mx cos ny + 
m=\ n=l

+ cmn cos mx sin ny + dmn sin mx sin ny). (2)

Скажем, что функция f(x, у) удовлетворяет условию Липшица 
с показателями а, 3, 0 < а, 3 < 1 (/ (х, у) € Lip (а, ₽)) в плоской области Q, 
если для любых двух точек (%х, уД (х2> у2) из этой области выпол­
няется следующее неравенство:
\f(xv Ai) —f(x* Ai) -/(-^1, Аг) + Ж, А2)'і<Л1| X2 - 1“ ІА2 ~Ai Iе. (3) 
где M — константа, зависящая только от f.

Теорема. Если ряд (2) есть ряд Фурье — Лебега функции f(x,y), 
f(x, а) £ Аф (а, 3), 0<а, ₽< 1, в сегменте R = J0, 2тт; 0, 2тг], то ряд (1) 
сходится к некоторой ограниченной функции f(x, jy), f (х, у) € Lip (а, 3).

Доказательство. Обозначим через Smn{x,y) (т, п)-ю частную 
сумму ряда (1). Пользуясь формулами для коэффициентов Фурье — 
Лебега (2), находим, что

2л 2л т п
smAx,y) = ±\\ s, у -Г t) 2 sin 2 sin It ds dt. 

о 0 *=1 6=1



Нетрудно показать, что в силу (3) и известных свойств коэффи­
циентов Фурье —Лебега последовательность Smn(x, у) сходится к не­
которой ограниченной функции f(x, у),

2rv 2п
f(x,y) = 5 J If (х + s, у + t) — f (х — s, y + t) —f(x + s, у —t) +

о о

+ f(x — s,y — t)] ctg 4 ctg 4 ds dt. Lt Lt

Последний интеграл можно представить в следующем виде:
TV TV

f^X, У) = — [f(x + 5, у + t) —fty, у + 0— f{x + S, у) +
О о 

я тс

+ /(Х, у)] ctg ctgds dt = ~ Д/U у; s, Octg ^ctg^-dsdt. (4)
—TV — TV

Покажем теперь, что каковы бы ни были 0 < К, т) < 2-, существует 
константа К такая, что

\7 (х + h, у-Н) — f(x + h,y)— f\x,y + f)+f\x,y) | (5)
Из формулы (4) находим

71 П

flx + h,y)=^ 5 $ Г/(л; + s, y + t) — f(x + s, у)— f{x + h, у + 0 +

+ f{x + h, у)] ctg UU ctS у ds dt =

TV TV

= \\f (x,y,s — h, t) ctg ctg ds dt- (6)
—TV —7V

TV TV

f^y + r^ ~ J L/(-^ + s,y +-/Uy+ /)—/(% +s,У+ -/-J +
—TV — TV

7V TV

+ /Uj' + ^)] = 5 \\f(x,y,s,t —rft ctg ctg ds dt-, (7)
—TV —TV

TV TV

f{x + h,y + -f) = -~ J J [f(xys,y + t)—flx + h,y + t) —
—TV —TV

— f (x + s, у + 7)) + f (% + h, у + 7])] ctg ctg -Ц21- ds dt = Li Li
TV TV

= \ ^f{x, y^s — ^t — T^ctg ^^ ctg ^^-dsdt. (8)
—TV —7V

Так как fly, у) € Lip (a, 3), 0</a, р<Л, то подинтегральные функ­
ции в формулах (4), (6), (7), (8) не превосходят по абсолютной величи­
не, соответственно, А | s |a~1 | Z |0-1, В | s — h j"-111 p—\ C | s |a-111 — 7)p-], 
D . s — Ap-111 — 7) p-1, где А, В, C, D — константы. Поэтому, если из 
области интегрирования R = [— к, к; — л, к] выкинуть прямоугольник 



[— 2А, 2А; — 2т;, 2т)], то в оценке левой части (5) мы сделаем ошибку, 
равную h->0, tj —>0.

Достаточно, таким образом, показать, что

8(^7;)= ^f(x,ys — h,t — 7])ctg^y^ctg —^dsdt —
R*

— (%, у, s — h, t) ctg ctg у ds dt —
• R*

— Lf{x, y, s,t —T^ ctg у ctg -Цр- ds dt +

R*
+ Af(x, y;s, t) ctg у ctg —dsdt = О(Л“7]е), h, ^->0, (9)

R*
где R* есть область, остающаяся в R после выкидывания прямоуголь­
ника [— 2А, 2 А; — 2т), 2т;].

В доказательстве (9) существенную роль играет следующее ра­
венство:

[f(x + S, у + 0 -f(x + и, у + t) ~f(x + s,y + v) +
R*

ТС ТС

У f (x + и, у У T)]ctg ^^-etg ^у^- dsdt= [f(x + s,y + t) —
2h 2t)

— f(x — s,yyt) — f(xys,y—t) yf(x—s,y — 0] etg^etg dty

+ ^\f(xis,yit)-f(xiu,y + t\-f(x + s,y-t) +
—2h 2т) I

+ f(x + u,y — t)] Ctg ctg -ЦР ds dt + [/ (x + s, у + t) —
2h. —2tj

- f (xys, у у v) - / (x- s, у yt) yf(x- s, у + -u)] ctg ctg ^dsdt^ 

= /“■ ° (A, 7)) + Ju<v (h, 7]) + Ka'v (A, v]), (10)

где и = 0, h, v = О, 7).
На основании (10) получаем:

8 (A, 7]) = [/°-0 (/г, т]) - Ih^0 (h, 7]) - R ” (h, tj) + R ” (h, t))] + 
+ [/°’ ° (h, 7)) - J0' ” (k, 7))] + [R ” (h, 7]) - 0 (h, 7])] +
+ [№-0 (A, 7]) - Kh'0 (h, 7])] + [Kh’ ” (h, 7]) — №’ ” (h, tj)] = 
= L1(h, 7)) + L2 (It, Tj) + L3 (h, 7]) + Li (h, 7]) + L5 (h, У).

Совершая необходимые выкладки, находим

L1(h,il)= ^[f(xys,yyt)-f(x-s,y yt)-f(xy s,y-t)y 
2h 2t]

У f{x — s,y — t)} (ctg — ctg y^) (^etg — ctg 0ds dt,



2h тс

Ldh’ 7])= \ [/(% 4- s,y + f) — f(x,y + t) — f(x + s, у — t) +
—2h 2tj

+/U, jz — ^|ctg у (ctg у — ctg ds dt,

2h 7Г

L3(h,-fi) = § f/(x + s,y + z1) — f(x + h,y + t) — f(x + s, y — t) + 
—2h 2tj •

+ f(x + h, у — 7)] ctg — (ctg —A _ ctg ds dt,

я 2 ч

Li{h,-q}= J [f(x + h,y + t)~f(x + s,y)~ f(x — s,y + t) + 
1h -2ч

+ / U — s, j)] ctg I (ctg у — Ctg ^у^)

7C 2f]

= J 5 № + s,.y + O — f(x + s,j-bi])— f (x — s, у-y t) + 
2h — 2t)

+/(x — s, j + 7])] ctg ' (ctg — ctg y^ ds dt.

Заметим далее, что
1 

| л sin у и

ctgy(z + «) — ctg у z =--------—--------у—. (И),
sin у (z + w) sin у z

Так как f (x, у) € Lip (у, 0), 0<a, P<3, то вследствие (11), получаем 
следующие оценки:

п тс «

[ ^-1 (^, ^l) К 5а~2^~- ds dt < c{har^-,
2h 2ri 

2h тс

I ^2 (^, "Ч) I < C2t] I s |“-1 t^ds dt < Cohx^&;
—2Л 2ч 

2h л:

! ^-з (A, 7j) I < C37) I s — h p'1 t^ds dt < СзЬат^;
—2h 2 ч 
к 2r)

Щ I < cji J s^\t\^dsdt<ZC'^-, 
2ft —2ч 
- 2ч

IL. (h, I < c5h J s“"211 - 7) l^t/s dt < cW, 
2h —2ч

где Сь Ct — константы. Из последних оценок следует, что
8 (h, т]) = О (А“т]р), А->0, т] -» 0.

Тем самым теорема полностью доказана.
Поступило
17 IV1950 
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